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La storia del problema tiW’Gtahief ,* è della celebrità 
dt essd ; per Ossidi Fingo tempo mostrato restìo agli 
sforzi di somfni geometri , ed a tntt’ i melòdi pnr 
troppo nota ; ed è stata ancor non ha gtiaff ripetu- 
ta dal nostro prof. Flauti nella paric i. Uelle J £. 1 onsr- 
derazhni stri Itri proposttì ,( tfeir aprile 

del 1 8 3 g , presentati; alla R.A. delle Sèrei^ diìftT- 
paR .IPiotiancor ^ónd idcóhrvatori delta Ceometm , 
e dell’ Analisi moderna i' tìSWftlfPl WK Ha vnlcritissi- 
11 1 i ui -mini , fino a' nostri giorni , per la soluzione di 
quel probldnW Ì 

eh io , o pel solo triangolo da iscriversi in una sezione 
conica. All’occasione dunque dl'òccèpàrrni del pri- 
mo quesito di quel programma , trovandomi impegna- 
to in una ricerca riputala difflWli^fìfi 0 ^ÉWRM© 0 } ' 
e da’ più illustri matematici' del sm. tempo , dopo a- 
ver a questa adempiuto in modo da aver potuto meri- 
tare la soddisfazione de* nostri princip ili geometri , mi 
vidi , senza pensarvi , spinto alla rilvrià più difficile 


IV 


Prt/atìone . 

di sopra accennata , a trattar la quale , rincora vami 
lo stesso prof. Flauti. Postomi allora sai cammino , 
dopo aver esaminato quello, che da' più distinti anali* 
sii moderni crasi tentato , o fallo sul problema dell’ 
iscrizione di un triangolo in una curva conica colla ri- 
chiesta condizione , volli ancor io sperimentarvi le mie 
forze j adoperando or l'un ripiego, or 1’ altro , che 
la Geometria, o 1’ Analisi moderna potevano somoprs 
lustrarmi . Nè debbo tacere , che più volte arrestom- 
ini la difficoltà dell’impresa, dando per tal modo il giu- 
sto valore all’ opera di coloro, che in siffatto argomen- 
to mi avevano preceduto : ed in vero a giudicar ret- 
tamente del grado di difficoltà di un lavoro altrui in, 
matematiche , bisogna ben esservisi provato . Ma pure 
non ristandomi dall’impegno, nè scoraggiandomi per 
1’ arduità di esso, vidi finalmente coronati i miei sfor-, 
zi dall’ aver ottenuta di qnel problema più dj una so- 
luzione . E siccome le difficoltà superate sono pel no- 
stro animo eccitamento a nuovi più diffidi! tentativi. 
impresi a trattare il problema generalissimo delia iteri-,, 
-ione del poligono in una curva fonica j.co’ lofi tcn? 
denti ad altrettanti punti dati , , . .... iKd&j'ebs 

Or sa del primo problema trovava ^ fsgpsto altff t 
tracce , sanno abbastanza coloro che coltivano la sto? 
ria delie Matematiche , alcuna non esservene gucor per . 
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questo ; che anzi , sebbene il Gergonne se nc fòsse' 
compromesso , nel chiudere il suo lavoro del problema 
dei; triangolo da iscriversi in una curva conica ( Ann. 
ve*. VII. an. 1816), così esprimendosi : » dans un 
». prochain artide nous essayerons d'étendre nos procé- 
» dés au problèmc generai , ou il s* agit soit d’ inserire 
» à nne ligne du second ordre un poligone de m cotes 
» dont les cotés pascent par un ni étne n ombre de points. 
» donne», soit ec. ec. « , pur tuttavia tal sua promes- 
sa mai più si vide adempiala ne’ volami posteriori , 
che durarono fino al i 83 i , 

.Ma seguentemente nel voi. Vili, degli Annali ci- 
tati , il chiarissimo geometra francese M, Poncelet di- 
rtgea ad esso Gergonne , j»er convincerlo di aver tròp- 
po arditamente pronunziato della prevalenza del meto- 
do a coordinate sulla Geometria (*) , la costruzione di 
qpel problema generale , tacendogliene però l’ analisi 
che ve lo aveva condotto , e dichiarandogli poggiar 
questa su prmcipj nuovi , ed assolutamente di sua e* 
^cogitazione : è , quasiché provocar Io volesse a pro- 
varsi dal suo casto alla risoluzione di un tal proble- 
il*av» ‘'-tei hd> &***'■" 

> 1 Vi a4! ‘ *. n !i v r l 

f) Un ionio di questa poiavtt» pui leggerli nell* lettere da me diretta al 
Professor Flauti . àrea» su alla soluzione del pnbttma fondar» *Malt fff la 
(«orice drf/epefori ttmiekt raa'fnxAt , pubMfeaM non ha guari, " 
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ma coi metodi conosciuti , non esitò ad annunciarglie- 
la diffide -, se non .imponibile , sia col metodo dello 
coordinate , sia colla gemuti ria degli antichi. Dopo 
di clic soggiugneva » Tputes Jes consti tictions précé- 
» demmeut indiquées soni principalemeut déduites 
» dedetu ilicorciues géuéraux , dqnl nous nous bor- 
” nerons pour le presenta fairu coonaitre 1' énoncérc . 

I due j tp9ffl ffl i >S p ftl || Hf sii : /{ » 

I. Un poligono variabile sia iscritto in una se- < 
zionc conica, con tal legge, che Udi i suoi lati, all' in- 
fuori ài un solo , passino ppe punii fissi ; il lata libet- 
ro sarà nel suo movimento; continuamente tangente 
ad un alo a sezione conica , che tocca in due punti 

oliwaiviwo Tuq , aMiojfwO cubo bt u|n 

II. Un poUgpw, variabile sia circoscritto ad una; 
sezione conica con tal legge, che tuli i suoi vertici 
alt infuori, di un solo , percorrano rette date di sdo } 
il, vertice Ubero descriverà, qui} suo movimenta [uni al- 
tra sezione contea , tangente la prima m due punti : 

Ma questi teoremi eran pur, cesi senza dimostrazione, 
r ia Iom verità di convenienza era tutta riposta nel 
merito del distinto geome tra , che avelli rinvenuti per 
quelle vie sue proprie alle quali i metodi conosciuti , 

.t&MÉMfl fUM tf r- 1 Imol .1 «lti.t mutimi aheir. ili sÉr t t ,*• 


li m \ ^ .Cii/ivji ma tfuqiHq . ftftfl tc: ** ' 


:S6 tadorna JET Jbtfl ic : ? » ^ 

Pérlantq. due.U^reuù-eàaWran .-rilevati oeb- 
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la presente memoria in varie guise, or con 1’ un meto- 
do, or con 1' altro ; e si vedrà inoltre , che la cir- 
costanza de’ due contatti tra la risultante locale e la 
curva proposta , non sia essenzialmente necessaria, 
potendo o non aver affatto luogo, o avvenir anche in 
un punto solo, secondo la (disposizione de’ dati. 

Ma ritornando alla soluzione del problema generale 
dell iscrizione del poligono in una curva conica , del 
quale tanto diffidava il Fu ocelot potersene ottener lo 
snodaincnlo con la Geometria antica , o co’ metodi 
moderni , dovrà sicuramente riescir grato a’ geometri, 
ed a lui soprattutto , che tien luogo tra’ più distinti , 
il vedere conte per le pure vie geometriche , o analiti- 
che , o per entrambe riunite , mi sia venuto fatto 
ottenere di quel problema diverse soluzioni semplicis- 
sime , ed indipendenti dagli accennati teoremi . Que- 
ste soluzioni porran fine all'attuale mio lavoro , io una 
seguente Memoria , destinata interamente a tal proble- 
ma , e con la quale chiuderò tutte le mie ricerche geo- 
metriche cui ha dato luogo il primo quesito del pro- 
gramma proposto dal prof. Flauti, 

E perchè veggasi con quanto dannò della scienza i 
libri dei nostri antichi maestri ci giacciano dimentica- 
ti , e senza quella considerazione , e studio che meri- 
tano da chi coltiva la Geometria , basterà osservar* 
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esser da quei libri attinto un principio , che serve di 
guida alle presenti ricerche , fondate sopra un lem- 
ma di Pappo, il quale benché rilevato da questo anti- 
co geometra pel cerchio solo , si applica non per tan- 
to identicamente alle altre curve coniche : alla qual 
cosa è pur singolare , come niuno di que’ tanti che 

han tentato di estendere il problema del Cramer a tali 

; 

curve avesse posto aucor mente . 

Oso dopo ciò lusingarmi , che questo compimento 
da me dato a lavoro segnato dal Poncelet prima di 
ogni altro , ed al quale, per quanto io sappia, par che 
niente di piò siasi aggiunto finora , possa meritar 
benigna accoglienza da’ moderni geometri K al cui giu- 
dizio il sottopongo . , ''' ■ " ' 

' . 

- ' ' q P : r.« , v 
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IL LEMMA XXII. DI PAPPO 


AL LIBRO I» DELLE TAZION1 

SSTESO ALLE CURVE CONICHE. 


5 . 1 • Dalla proposizione ex vii delle Collezioni matematiche 
eli Pappo , eh’ è il problema xi. del lib. VII. , o il lemma xxii 
ilei lib. 1. delle tazioni si rileva la seguente conosciuta verità 
geometrica : 

» Se da dué punti dati s’ inflettano a qualunque punto del 
«3 perimetro di un cerchio due secanti , e da una delle altre in- 
» tersezioni si conduca la corda parallela alla loro congiungente, 
» la retta che unisce la sua estremità coll'altra intersezione, s’in- 
u contra sempre in un medesimo punto con quella congiungen- 
te «. Or è notissimo quanta influenza questo lemma abbia avuta 
nella soluzione del famoso problema di Cramer , generalizzato 
benanche a qualsivoglia numero di punti ; e reca però meraviglia 
come a coloro , i quali ai son rivolti ad estendere un tal pro- 
blema alle curve coniche , non siesi presentata V idea tutta 
semplice , e naturale di vedere, se la verità contenuta nel pre- 
sente lemma reggesse benanche per tali curve . Comunque ei 
sia , niun motto trovasi fatto finora da alcuno di qnesta impor- 
tante proprietà de' Cornei , e pare eh’ essa non siesi da altri av^ 
vìsita ; che certamente si sarebbero del pari avvertite immediate 
riduzioni a più trattabili , e facili problemi , si per quello ao 
ceno» lo , ebe per altri affini . Noi dunque ci proponiamo per 


* 


primo oggetto di mostrare in questo lavoro che siffatta proprie- 
tà competa ad ogni altra curva di 1 .* ordine , siccome al cer- 
chio , e mostreremo con qnalchc esempio quanto utilmente essa 
possa applicarsi a talune difficili geometriche ricerche . 

Dee intanto osservarsi , che l’ enunciazione del lemma pel ca- 
so del cerchio può convertirsi in quest’ altra » Se due lati di 
» nn quadrilatero variabile iscritto in un cerchio circolino intor- 
m no a due punti fissi , ed un altro lato sia parallelo alla loro 
>i coogiungeote , il quarto lato passerà sempre per un utesso 
v punto messo per dritto co’ primi due « . 

E prendendo norma da questa conversione , tratteremo la ri- 
cerca , proponendoci il seguente 

PuOtlEMàl. 

2. Iscrivere in ima data curva conica un guadrilaUro , di 
cui tre lati passino per tre punti B, B', B" dati sopra una retta, 
c 7 quarto sia parallelo alla retta medesima • 

pg. 1. Sorci. Sia W'V"V'" il quadrilatero cercato ; W\ V'V", 
V" V'" i lati sopra i quali trovar si debbono respettivamente i 
tre punti dati B , B', B" , e YS"' il Iato parallelo a BB' . Ciò 
posto si prendano per assi la tangente OY parallela a BB' , 
e ’l diametro OX , che passa pel contatto 0 ; potrà così darsi 
all’ equazione della curva la forma generale 

y' = mx‘ -p 2nx (*) (A) 

P Nelle «Everse ricerche , che seguono strile cune coniche > ne »fU' 
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» dinotando con b , h', b " le ordinate de' tre punti dati , e 
eoo a la loro ascissa comune, si esprimano per (*,«), (*', «'), 
(*", v") (*) , i tre Tettici del quadrilatero , V , V', V" *, il 
quarto V'"> eh’è sul lato parallelo a BB' , sarà necessariamente 
espresso da ( z, — v ) : le equazioni de’ lati , che passano per 
B , B', B" saranno io conseguenza 


7 

7 

7 



a — * 


» 


Passando dunque la prima di queste rette pel ponto ( t , v ) , 
la seconda per ( a", v" ) , e la terza per ( *, — e ) , si rileve- 
ranno le equazioni 


1 * ! N 1 

v = o) j 

V"- V = ( a"— a ) I (B) 

1 

s— • — 4"t= j) (*—•«) I 

e — s " * 


«•remo sempre f equazione («Ma la tema (4) , «ode abbiano fatta 

la possibile generatiti . 

(*) lnveoe di dire 3 ponto , che ha per coordinato » , a , «t se»» 
non per breriti detta notandone ( a , • ) comprendendo tra due 
p traetesi prima il «imbolo , ebe rappresenta f asciare , e poi quello dei» 
, ! ordinale , divisi da «M virgola 
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Inoltre esistendo sull* carro i ire punti ('*,»),( s*, »*) , 
( z", v"), si avranno per essi tre equazioni parifonni ad (A) , 
cioè 

t»’ ss mz' + 2m 
»'* = mz’’ + 2n;‘ 
ss tm"' + 2 nz u 

Le sei equazioni (R), (C) esprimono tutte le condizioni del pro- 
blema ; ed or fa d’ uopo rilevar da esse un' equazione ad una 
sola incognita , o tutt’ al più a due incognite coordinate , sicché 
costruendo il luogo geometrico, che ne multa , possa ottenersi 
dalle sue intersezioni colla curva proposta uno de’ vertici ignoti 
del quadrilatero . Ci proporremo dunque ad eliminare le s , v, 
v" , ricorrendo all’ uopo a quegli artiBzj , che sogliono 
comunemente adoperarsi per facilitare i calcoli , e renderli più 
spediti . r 

Incominciando dall’ climinaf la r tra la prima delle (B) , e la 
prima dello (C) , avremo la seguente equazione di 2. grado in s 

a (b—v') ( bz ' — oc') -f %m ( a — z')‘ fa’ — tu/ 

(4 — S)' — m[a — z')' ‘ ~ (4 — (/')*— m(a — t*)* 

Essendo le radici di questa equazione rappresentate da e 
si ani per le note teorie algebriche 

* • , 4(4 — t*') (bt' — av') -f- aw(a — *0* 

= + * (* — /)• — w(a — z'y 

4 . . u • . 

d’ onde , dopo i convenieuti sviluppi , « dopo le riduriont na- 
scenti dalia seconda delle (C) , si rileverà 
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1 1 — ib 


*'(»’■+ ma')— lai*' -f~ a nn* 
a z’(ma -f- n) — ai*»' -J- (A‘ — ma 1 ) 

« dulia prima delle (B) ai otterrà quindi 

^ z'( ma+H) -f. na^ — r'^A’ -f- a(ma -}- n - )^ 
ai '(» ua -J- n) — a Ai'' -)- (A' —ma’ ) i 
Comliiuando nel modo stesso tra loro la seconda delle 
(B) con la tersa delle (C) , si troverà (*) 

t ’■ 

,, _ ;'(//> -f- ma’) — a nl'v’ 4- ano’ 

a :'(wu 4. n) — aAV-p- (/<" — ma’) 

zA'^t'^ma+a) -+• »o^— a( ma -f- n)^ 

a r'(ma -f- n) — aAV -J- (A' 4 — ma’) 



>(n) 


J 


Jìd in tal paisà veggonsi espicele le coordinate de’ vertici V , 
X " in funiioni di quelle del vertice V , < 

Or I’ ultima delle equazioni (B) dà 

A — n(a— *") = » ’ 

dalla quale espressione , sostituendo a v, a", t>" i valori pei 
esse qui sopra assegnati, dovrà ' risaltarne an’ equazione nelle 
sole coordinale 3', t>'. Effettoendo la sostitazione , il risalta- 
to dopo le necessarie riduzioni , e trasformazioni potrà met- 
tersi sotto la seguente forma ' 



? rt / 

(•) Psr la simmetria di tali equazioni alle precedentemente maneg- 
giate , il risultameute ottiensi senza ripetere il calcolo , cella semplici 
applicazione degli apici convenevolmente fatta. 
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Siffatto rìso] lamento offre ne’sooi (attori due relazioni, cioè 
4"(4 — b') a{ma + »*) \ = o (E) 

(a — a') ^(4-|*4') (moi'-f-m'+na)— v'(bb'+ma'-\-ana)^ sa o (F) 

(*) Easondo beo complicato , ed imbarazzante 0 calcolo , che ai ri- 
chiede por' rilevare questa espressione , è necessario additare almeno 
i principali passaggi , onde pervenirvi dalla equazione precedente , nella 
quale per chiarezza chiameremo I. , II. , III. 1 suoi termini 4"(*"~ *), 

— e" ( a — * ) , — • ( •— * n ) rispettivamente . 

Colla sostituzlooe de' valori trovati più sopra per z" , « i ti bt 
nel termino I. 

,, a'^-t-mq*) — aa4V -!•>«» inV-f-ana* 

* ”* 1 “^««'(ma+n) — a4V)-f (4'*— ma') js'(mn+n) — abv'-{-{b' — ma') 

riducmda alla Mulo denominatori , contrattolo , rivirando tra loro i termi- 
ni , eh* rilutteranno moltiplicati da ( b’ — to' 1 ) , « quelli da ( b — to' ) . 

* d indicando per torniti co* D , D" i im o mi n ato ri H l,i'' fusai* 

« M«riiiù)fu Jtrlrrà 

r*jrr seeivvm mvsrin 
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relazioni , che parlila mente esamineremo , onde vedere in qual 
modo rispondano alla quistione. 

§. 3. La (E) essendo agpmbra da variabili, e contenendo tolte 
le grandezze costanti , messe a calcolo nel problema , mostra 
che questo sia più che determinato ; vale a dire , che la si- 
tuazione di uno de’ dati ponti dipende da quella degli altri 
due ; e , fissato poi nna volta , in conseguenza di essi, il sito 
del terzo , il problema diventa indeterminato ; cioè » comun- 
» que s’ iscriva nella curva un quadrilatero , sicché due de’ 

+ maz'( a — f ') 

+ n(a* — z'*) 

D.D" 

a(A— è'Yo— zO (* -4- *') ( ,naz ' -1- »*■' + na) — V ( bb ' + ma'+ ana) 

Adunque pel termine I. si ha 

r(z"-»)=a*"(A-A0 (a-/) {b + V) . 

Kel termine li, si ha poi 

z'(i’-J-mo*) — iabv’ Jf-wa' ( b' — a(mà -f- an) ) (a — z') 

~ a ìi'(ma-^-n)~~ tbv' D 

E cosi oel termine III. si troverà 

a — z" s= ( *'* ~ c ( ma + a/ 0 ) <a — »') 

“ D" 


f— i\tb‘ -f- ma' -f ano) 
r 4- a (bb' 4- ma* *f. a no) 


(4 + yj 




i 
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» suoi lati passino per i primi dne punti , ed un Uno lato sia 
» parallelo alla retta 4 che li contiene , il quarto lato pas- 
» sera sempre pel Uno punto « . In altri termini si avrà 
il seguente 


quindi il termine II. diverrà 

—V (a—z )=3 JJ77 X(a— * ) p ' 

e 'I termine III. 

2 b(maz'+nz' + ita) — v' ( i'+ofwaJ-an) j 

, 1 T T ' v V w ,_ „*'•-*(«.«+»») 

— — - ) — jy/ X(a~* ) jyT 

Riunendo questi due termini , sviluppando , e riducendo , si troverà 

— £ •'"(« — *) + •'(a — *";) = 

^AA'(A-t-A') — o(ma-pin) na) — v'^b'b' 1 — «'(ms-flii)’^ 

f - J' > - __ .T ...... -- -- — - - ■ - 


— ) 


IXD" 


/ ... .\(h+b’) (maz' ■J-nz' J-oa\ — v'Ibb' J-ma’+ino) 

— »(<i — *')l bb — a(»ta+»n) 1 — 

osservando che sia 


D D" 


b'b'‘ _ a’ (ina -(- an)’ s= ^J>b’ — a(ma+3n)^^bb'+a(ma+in) ^ • 

In conseeuenia riunendo tutt i tre termini , tolto il denominator co- 
mune R.L", si avrà 

b\z" v"(a — z) — n(a — z") = 

b'\b — //) — ^bb‘ — a ( ma -f- an)^(a— ; , )^(A-J-A / )(nws , +ns , +'Mi) —v{bb’ -p/na’ — : g 
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St ria ritte piatii B , B ' , tinti nel piano di una curva coni- 
ca , s inflettano a qualunque punto del tuo perimetro le te canti 
BV , B'V , che di nuovo t incontrino in V , V" , e da una 
di queste sezioni , p. è., da F, ti conduca la corda VIP" pa- 
rallela a BB' ; la congiungente, della tua estremità V' 1 con 
l’ altra sezione V" incontrerà la BB' tempre in un medesimo 
punto B”. ' i ' 


’/ ) ^'1» •• 


È questo il teorema che corrisponde precisamente al lem- 
ma, che si rileva da Pappo pel Solo caso del cerchio, come in- 


nanzi si è detto . E non sari superfluo soggiugner l' inverso; 

^ . * : ■ *<Ptiq l« uh-qijA 

•"* ••'«* > . .sft t - 1 l i . f ..i<-q Uh Cuiz’sìl- 

T e o n M sr 2 f ‘ .. fCSLÌ . 


. Se da due dati punti £ , li';, s inflettano etri una curva 
conica due ' locanti BVV , £"VTP'i Uh, ctngfUHgcntt di 
due delle sezioni , p. e-,'VP" ì sia parallela a BB la con- 
giungente dello olire due lezioni Pp' passerà sempre per uno 
stesso punto V messo per dritto comprimi due . 

1 ..in i >•••'•> '--V P ih ivimam ibnev i j / \) 

Se dati duc ila tre punti , j^e., li, 1. , voglia determi- 
narsi il terzo B" , la stessa relazione (E) mostra come ciò 

, ili iutv , - - . ~ 

debba conseguirai,, menare ci dà per esso 

•' *“4 , ~«/m<+2n) X4 

*" c°> 

eh è il valore 4cU' or^inpt^ cjijJ terzo punto. Questa espressio- 
ne |»ò hteilneule , ,^a, «ve, Jìa ,d’ ( uppg 
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un tal punto , sarà meglio rilevarlo eoli’ arbitraria inflessione di 
due secanti ; e , per brevità , lo designeremo in seguilo , ove 
occorra , col nome di punto di contegucnsa a riguardo di due 
dati punti . 

► 

$. 5. Se la corda parallela a J1B' invece di partire dal, 
la seiione Y parla dall’ altra V" , la congiungente del suo e, 
stremo polla prima seiione V dovrà del pari incontrarsi colla 
BB' sempre in un medesimo punto : ma poiché V analisi dà 


per questo caso 

b''~ 


bb' — o (ma + 2n) 
b—b' 


ne concbiuderemo , che questo secondo punto cada dal lato 
opposto al primo rispetto all’ asse delle ascisse , ad egual 
distanza dal ponto A , in cui 1’ asse medesimo , cioè il dia- 
metro OX , incontra la BB'. 


flg. %. 5- *d osservare , che se abbiasi b" ss o , cioè che il 

ponto B" cada nel ponto A , si avrà per tal caso dalla (G) 

bb' — fl(ma + 2it)aeO 

«T am + 2» 1 .. o(»«t+2u) 

d’onde 4 ss “ , « , i = , V| 4 .TT. 

Ora i secondi membri di queste espressioni pareggiando i va- 
lori , che acquista j nelle equazioni delle polari de’ punti B, 
U' espresse da 

4/ = * («a + »)+“« (*) 

’Hj bj' bb x {ma -+• »} + an 


.hs.lOJ * >f 


{•) Abbiamo altrove avvertito , che la pelare di un punto esidleot* 
tul plano di uu» curva conica sia quell* retta , ia cu» vanno *] con- 


Digitized by Google 



1 1 


quando nell' una , e nell’ altra I’ * diviene a , ne segue , cbe 
pel raso di A" = a , la polare di B debba passare pel punto 
B' , e quella di B' per B . Vale a dire : Se tien dati due pun- 
ii tali , che la polare delf uno passi per C altro , il loro punto di 
tonsegueuza si troverà nell intersezione della compungente de 
punti medesimi , e del diametro , che le corrisponde . 

S- 7. La forinola (G) applicata alle diverse curve collutta 


ove p , e q dinotano i semidiametri paralleli agli assi ; 


J. 8. Dall’ esame della sola rdatione , o voglia» dire fatto» 
re (E) , rimane il proposto problema compiutamente risolato ; 
e quindi sarebbe superfluo occuparci dell* altra ; ma poiebi 

correre le tangenti tirate alta curva per le estremiti di qualunque 
venia , thè pasta per un tal punto , il quale alle tua vaila dicasi 
pale di quella retta . Qui rammenteremo , cbe t eqta i a l eae di ona tal 
retta , cioi della polare di un punto ( a" , p' ) , riferito atta curva 
y* =s ma’ + Pax sia , com’ i noto delle Ietit u s i oui di Geometria a 
Oh coordinate 


per l’ellisse 


yt^_ P'W — l '< V — <0 


P'{h - V) 


per r Iperbole 


*»/_ P'W + fXV “ «0 
- ,•( A _ A0 


pel cerchio 


per la parabola 



* \ 


w ' = «(etó' + «) + uè* 
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conviene indagar per tuU'4 versi il senso do risiiumenti *- 
salitici , cui si perviene , noi corcheremo spiegare anche ii sen- 
so dell' ultra .. •- !. s . 7 H ' | <’■ ' i.'i ,i « , " 

E da prima osserveremo sull» relazione (F) , che mentre vi 
mano» la b", , vi figura a poi tutte le altre grandette costanti 
messe a calcolo nel problema , c le coordinate del vertice Ih', 
Quindi essa dee tener luogo ne' risullamenti per rispondere 
ad nna quislione analoga alla proposta , ma in cui manchi una 
condizione nascente dal terzo punto ( a . b" ) . Or egli h 
chiaro , che quando manchi questo temo punto , il problema 
//e/. 3. proposto riducesi evidentemente a quello di : iscrivere nella cur- 
va un triangolo II" IV 4‘ sii clii- mietati passino pc’ punti fi, fi', 
c 7 terzo VV" ri salti parallelo a ED’ . Infatti se procedasi alla 
risoluzione di «judsfo'Yfróblema ‘f'scgnendo lo stesso metodo Ve- 
nuto nel problema principale, si ricadrà precisamente nella sola 
relazione (F). Questa poi scindesi naturalmente nelle altre due 

0, = ^"* frmn 4 **1 

( b -f A' ) ( maz' nz' -}- na' ) — »' (44 -f- ma' -f- ‘Ina ) (II) 
delle quali la prima dinota la retta , clic passa pc' dati punii . 
e la sua presenza cdrrisponde al easo , in cui tati i puuti dati 
si riuniscano nel solo punto A. 17 altra jkìt appartiene alla ret- 
ta , che risolve il problema or ora accennato . 

* Per. costruir questa retta nella su» equazione polfemo impri- 
mo luogo m'tsz « y e ne risulta - eq h!j . afe» 

tal ttm * —tkimpal Mb , *MMP < AJ . *u» i slli u g * 

■rm ubi uiMts , { \ , * r~ ma -p n rn » 4 oq iM iosa . 

ch*'«r*Tl' valóre', che acquista ci in ciascuna 1 delle eqnaaiom 
delle polari dei punti B , W , quando vi si hj = o .“adun- 
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que l'intersezione •*, queste «lue pel ar i è un punto della retta 
a costruirei . Per trovarne uj» altro punto .è opportuna la sup- 


posizione di 


= 6+4' 


in conseguenza della quale si ha 


l /. 


j 44' + ma' + no 
T*'/*,! i ma + a 


! * 


W 


(K) 


eliminando tra (ly, (K) una folta la 6' j'ed una volta la 61 

si avranno le equazioni 

V 7 • V .» • J ' 

ma + n , . 


’i V 


4' 


le quali dinotando le parallele condotte da’ punti B . B' alle 
loro polari respcttivamente, mostrano che la loro intersezione è 
un «Urto j lutilo della retta a costruirsi . Laonde essa è piena- 
mente determinata ; e ’l problema ai comporrà conduccudo dai 
punti B , B' le BS , B'S parallele alle loro polari PM , PM' . 
Ciascuni) de punti V' , v' , nascenti dall’ incontro della iet- 
ta*- iclic passa pe’ punti P , $ coll» curva , potrà prendersi 
•per un ver tace dà triangolo richieste. • ■ - v 

, :< «ai j . » * t. : i • |"u i 

§. (b puesto risoluzione del problema, che per incidenza ci 

si è presentato a trattare , rilevasi immediatamente dall’ ana- 
lisi geometrica . Ed in vero , supponendo già iscritto il trian- 
golo cercato , segneremo le PM , PM' , polari de' dati punti ; 
£ poicb^ è noto , che .queste , e la curva dividono armomea- 
iqenie tutte Je secanti ^ che passano pei punti medesimi , avrò- 

<$?*’; ; ‘^ D ^’5(8f'9C,ibl i - I ! ì., j ;.!Xlur*l ,1113.. 
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B V' : B V :: V'M s MV 

B'V' : B'V" :: V'M' : M'V" 
ma per le parallele BB' , VV" ite 

BV' : B V :: B'V' : B'V" 

starà perciò 

V'M : M V :: V'M' : M'V" 

Da che ai scorge essere MM' parallela a VV" , e qui od. an- 
che a BB'. Sicché ai avrà 

BV' s V'M ss B'V' s V'M' 

Ciò premesso ai aniaca PV' , e ai distenda finché incontri in 
S la parallela condotta da B a PM ; avendosi in tal modo 

BV' : V'M :: S V' s V'P 

ai avrà poro 

SV' : V'P B'V' s V'M' 

Ood’ è che, risultando B'S parallela a PM', si ricade nella ates- 
sa composizione procedente . 

J. 10. Assoluto quanto riguardava il problema , che ei pro- 
ponemmo da principio, e discussi i liaultamesti , cui ei ha «in- 
dotti la soluzione , che ne abbiasi data , cade ora in acconcio 
qualche breve rìlleaaiooe . Ed in vero non può negami , che 
nna tale solntioue aia tutta analitica ; ma chi voglia dami I* 
pena di comprovare que* risultameuli, rimarrà sgomentato dalla 
jirotiasità de' calcoli, in cni conviene impegnami, per la separa- 
zione de’ fattori , da' quali si veggono avvolti : e , per convin- 
cersene a colpo di occhio , basta riflettere , che il complesse 
de' fattori, sviluppato, presenta un cumulo di 90 termini , tra' 
quali convien lavorare per ottenerne lo sciodùnento. E dobbiamo 


sonfessare , che la sola ostinazione c pazienza ci ha dato for- 
za a protrarre il calcolo fino al punto , che si è fatto. Tutto 
il difficile , con’ è chiaro , è riposto nell' eliminazione tra le 
sei equazioni (B) , (C) ; e si é veduto che non abbiano pur 
omesso ricorrere a quelli artìfizj , che sogliono facilitare , ed 
abbreviare le algebriche operazioni . Ma vi sarebbe via da e- 
vitare quel fattore , che nel senso preciso della questione non 
dovrebbe figurarvi ? L' unico mezzo da conseguir quest’ intento 
.sarebbe quello di particolari zzare in guisa la soluzione della 
quistioae proposta da noe potersi adattare al caso , cui corri- 
sponde il fattore medesimo , dappoiché questo allora non deve 
incontrarsi. Ma 1' espediente più sicuro , cui si può ricorrere 
in tott’ i casi , è quello di rivolgersi a geometriche conside- 
razioni , le quali tendono per loro natura a rendere pericolar 
ri le soluzioni a’ caai , che si considerano ; e basta esservi an- 
che per poco esercitati , per riconoscere la fecondi té , e l' im- 
portanza di questa massima , della quale qui daremo lumino- 
se prove. 

Ripigliando dunque la quistione giù precedentemente esposta, 
» ponendo mente sHa sua natura , ci é facile scorgere , che , 
trattandosi di un problema , in cui per pnncipal soggetto ven- 
gono considerale corde di una curva conica , debba riuscire 
di grande ajuto il teorema geometrico (*), che: U punto in cui 
»’ incontrano due corde comunque iterine in una curva coni- 

ì • 

(*) Questo teorema trovasi da noi dimostrato io altra memoria cui 
titolo di : Teoremi tulli tura conickt utili alla ritoluxiemt di difficili 
frtHrmt , , «. . 
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ca sta per dritto coi punti di concorso delle tangenti condotti 
alle loro estremità . Valendoci quindi di quest* proprietà delle 
curve , ritenendo gli stessi assi , e le stesse segnature di primi 
4. porremo , che i tre lati del quadrilatero * , che passano per 
B , B', B" incontrino 1’ asse delle ascisse ne' punti T T', T", 
ed applicheremo poi a’ vertici V , V' , V", V'" le tangenti , 
delle qnali quelle , che appartengono a V, V" incontrino in U, 
U" l’ asse delle ordinate , cioè la tangente in 0 -, e le altre , 
che appartengono a V', V"', incontrino in U', U'" la tangente 
parallela all’asse medesimo tirata dall’ tdtro vertice del diane tro, 
che fa da asse delie ascisse- Per tal modo i punti U,Oyi’ starno 
per dritto , al pari degli altri U' , U" > T', e di IP*, T". 
Ciò premesso , chiamiamo r , ri , r", ri" le ordinata do panti 
C , U' , 13" , li'" , le ascisse de’ quali sono reapettivainaoie 
un 
n 

della forma •••■•’< ;> ih *»r». . , 

yv = *< mz + ») + « : tlln 

pel punto 13 avendosi dunque iko , si avrà i r. ,1-i.x 

(!') 

■€«..— »J 


0 1 o, — ™ . L’equazione della tangente in V sa.u 

- « • "i "i 


«a 


? = r = T' . , i 

e poiché si ha v* s= ros* + 2 #*s , ne dedurremo 
M ' 2nr* 


o ,.i>c 

f 


•a .• 

':f.i •* 


2«V 


(M) 


n* — rnr 

ì)i piu V equazione della retta BV essendo 
y — — b =s ( x — a ) 
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poi puDto T avendosi y = o , si avrà 

bz — ai' 

x = - 7 > 

b — v 

espressione , clic con la sostituzione de valori di z , e v , più 
aopra trovati , diviene 

br — nn 


x 


— 2nr- 


bn‘ — bmr’ — 2«’r 

Quindi 1' equazione della retta -, che passa po' punti U , T 
sarà 

r 

x ; 


jr — r = 


— 2 nr 


br — i 


bn ' — bm’r — 2 n’r 


e pel punto U' , cioè pel punto ( , r' ) , ai avrà in 

conseguenza 


n b* — Snr — mar 

r =x . (N\ 

tu br — an ' 

Un identico procedimento coll’ altro lato V'V", che passa per 
If, dandoci 

(L') 


e poscia 


v" = a«’- 


n' — mr"* 
r" 


n* — «w"> 


pe’ tre punti U', U", T' in linea retta si rileverà , 
n f/n — 2nr" — ma/' 

rf — 

»n b r — «n 


mi 


(N') 


Digitìzed by Googk 



Pareggiando ora le due espressioni (N) , (N') avremo 1’ e- 
quaiione 

bn — 2nr — mar b*n — 2 nr" — mar" 

br — an b'r — an 5 

equazione , che sviluppata dà prontamente 

rr"(om + 2«) — an’ _ bb‘ — a(ain-fan) - ^ 

n ( r — r" ) ~ T W 

Intanto l’ equazione della tangente nel punto V'" essendo 
— vy — x ( 2n* + n ) -f ns (*) 

2n 

pel punto U"' , la di cui ascissa è — , avremo 


r"' = — ( mz + 2« ) ; 
vtn 

e sostituendo in questa espressione per s , ti i loro valori as- 
segnati più sopra in (M) , troveremo 



mr 


In conseguenza la retta , che passa pe’ punti U'" , U" avrà 


per equazione 



E pel punto T" si otterrà 


2mr 


(*) Diamo a segno negativo al termine ty , dappoiché le coordinate 
del punto V'" Sono , com’ è chiaro 
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Or !a retta , che passa pe' punti B" , X'" , cioè pe’ punti 
( a , A" ) , ( z , — » ) avendo per equazione 

y—b' — ( * — « )> 

per lo stesso punto T" dà 

b"s -f- av 
x — b" + tT ’ 
ovvero, sostituendo a:,vi valori (M) , 

A"r + an 

x — 2nr . — - 

A"n ■ — A'W + 2i»V 

Laonde avremo 1’ equazione 

Tt r ' b’’r •+• nn 


«’ — wrr 77 A"»’ — A'W* *f 2n’r ’ 
la quale sviluppata conduce a 

h „_ TT " ( ™ -f. » ) - tu' % 

r — r" 

e confrontando quest’ espressione con (P) , rileveremo 

lb' — a( ero» -p an ) 
b s ■ ■ ... - - , 

A — A 

Cioè la stessa relazione (G) ottenuta per altra via , libera dal 
fatture , che F associava nella prima soluzione . 


§. 11. Questa soluzione non ha certo il pregio di essere inte- 
ramente analitica (*) ; ma se riflettasi , che in questa , fissato 

• t 

1 

(■) Si pud osiervare che il metodo on<f è guidala la presente so- 
luzione è un misto di Cartesiano , e di quello s coordinate , essendoci 
giovali del comodo , che offrono le forinole di quest' ultimo per render 
quello piè spedito . Ed è in tal modo , che questi metodi { che in [ondo 
non ne formano che uno ) si ajutano , e si scortano a vicenda . 
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una Tolta il principio , che abbiam preso per guida , siam 
proceduto innanzi senza ostacoli , mentre nella prima solu- 
zione siamo stali costretti di andar quasi a tentoni , si giu- 
dicherà pili rettamente della differenza , che passa tra loro . 
Un scriigio però di ben altra importanza vi presta , e quasi 
senza averlo preteso , questa seconda soluzione ; ed all’ occhio 
del geometra avvezzo a trar partito da soluzioni tessute con 
vario metodo , non sarà certamente iafuggito . Il teorema geo- 
metrico , di cui ci siam valuti a solo oggetto di render parti- 
colare la soluzione dui problema , e ricondurla al senso preciso 
com' è proposto , avendo richiesta 1’ introduzione di altre in- 
cognite , che abbiam dinotato per r , r, r", r" , ci ha poi 
condotti ad equazioni solamente in r , r" sgombre in tutto dal- 
le i , v , z", v". Yale a dire , che invece di calcolare su que- 
ste quattro variabili, abbiam calcolato sopra le due r , r" , ed 
esaminando per qual nesso sien tra loro collegate , si rileva da 
(1.) , (1/) , che sia 



e notisi , che su tal nesso poggia tutto il cardine della solu- 
zione (*) . Or chi non vede quale aurea c preziosa sorgente 

(*) Ognuno avrà già oomprcso che invoco dello coordinate do' ver- 
tici del quadrilatero si vegga introdotto il loro rapporto ; ed è noto quan- 
to giovi talora questo ripiego alle eliminazioni; cosicché non mancheranno 
di quelli, che verranno a dirci trallarti ili un a/far comuni, t da non meri- 
tare attenzione. Ma domanderemo a costoro , perchè non vi è stato finora, 
chi siesi avvisato di ricorrere a tal ripiego per le ricerche di cui ci stia- 
mo occupando? E pur si sa quanti sforai sicno siati fatti dg valenti 


Digitized by Google 


31 


ci sviluppano siffatte relazioni ? Tra i varj metodi immaginati 
per 1’ eliminazione vi ha quello , che insegna ad introdurre nel- 
le equazioni in luogo di due variabili il loro rapporto , e questo 
metodo, usato a proposito, è valevole il piit delle volte a dar 
que’ risultumenti , che si cercherebbero invano per altre vie . 


12. Usandone nel nostro caso , riprenderemo le equazioni 
(B), (C), per le quali il problema trovasi messo in equazione , 
e ponendo 



rileveremo dalle (C) 




2/i 



v = 2it 



t 



sostituendo ora questi valori nelle equazioni (B) ridotte alla se- 

t '* 

analisti per potervi riuscire . Non è però dal caso . che debbono atten- 
dersi cosiffatti rUuttamenti ; essi possono unicamente attignersi dal con- 
fronto , e dall’ impiego di diversi metodi sullo stesse quistioni , come 
il sommo Lagrange ci ha (atto sentire netta di lui sentenza da noi presa ad 
epigrafe . e com' Ei stesso mostra costantemente di aver praticato . E da 
ciò dedurremo un’util consiglio per taluni nostri professori di oggigior- 
no . se vogliono trar profitto dai sommi uomini , cioè clic non basta so- 
lo ostentar rispetto po' loro comi , e far pompa di averli in bocca ad ogni 
occasione ; ma conviene che no studiino le opere , e si sforzino ad inten- 
derle , e ricavarne «pie principi • ® massime di scienza . che possono van- 
t 'osamente istruirli , e farli utilmente progredire nelle Matematiche . 
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CÌ 


guenle forma 

a ( t> — v' ) — b ( * — . a' ) — us' + * o' o 

a ( v" - v’ ) — b' ( s" — S' ) — v"s' + a'V = o 

a ( p + t," ) + A" ( 5 — s" ) - v s" — s v" = o 

le medesime diverranno 

a ( 1 -p mr/ ) — & ( r -f- r' ) .p. 2« rr' = o 

« ( \ + m/Y )•_ b' ( r" + / ).+ 2nr"r' = o 

a ( 1 — n»rr" ) -f. b" ( r — r") — 2nrr" — o 

Eliminando r' tra le due prime equazioni si avrà 

^rr"(om-f-2n) — a^(b—6') — ^bb'— a(am-j- ( 2n)^ (r — r")—a 
d' onde 

rr" ( am -p in ) — a bb’ — a( am -p an ) 

T~T' T^T' 

La terza ci da immantinente 

b" ( r — r" ) = rr" ( avi -p 2« ) — a 

ovvero 


e quindi avremo 


rr" ( am -f- a/i ) — n 
r — r" 


ii' «( (TOT -f 1») 

: ___ 


di' è il medesimo risdtaircnto ottenuto più sopra da due altre 
diverse vie . 


5- 13. Dopo aver mostralo cerne possa attignersi da' metodi 
analitici la verità esposta , non sarà superfluo esaminare quan- 
to valga per essa la Geometria . 
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Proponendoci dunque a risolvere il problema per mezzo di 
lei , «opporremo gii iscritto il qnadrilatero mnrq , i cui lati 
wrn , nr , rq passino «spelli vomente pc’ dati punti B, B', B", 
e 1 quarto mq sia parallelo a IH/. Se F ultimo lato si distenda 
iu li , si rileveranno le due analogie 

Hit : llm B'n : B'B 
llr : II ? :: B'r : B'B" 

dalle qnali si ha 

Hn.Hr : Hm.llf : B'n.B'r : B'B.irB" 

Ma la prima di queste ragioni c quanto quella de* quadrati di 
CN, CM, semidiametri paralleli respeltivainente ad rn,qm ; sta- 
rà perciò 

CN’ : CM’ :: BVBV : B'B. B'B'' 

Ora essendo data la ragione di CN’ a B'm.BV , sarà pur da- 
ta quella di CM’ a B'B. B'B" ; ed in conseguenza essendo 
date le CM , B'B , sarà data eziandio la B'JJ" , e con essa 
il punto B", Ond’ è che il problema è più cbe determinato ; 
vale a dire che il sito di ciascuno de’ dati punti dipende da 
quello degli altri due ; ed assegnato un tal punto , il problema 
diventa indeterminato , come si era già diversamente rilevato. 

§. 14. Se la corda parallela a BB', invece di partire da tn 
parta da r , e sia rt , la sm segnerà sullo BB' un altro dato 
punto B". Tirando però il diametro CA , conjugato a CM , si 
scorge, che que’ due punti debban cadere ad egoal distanza , C 
a parti opposte del punto A ; dappoiché quel diametro , bise- 
cando le corde rt , qm , bisecherà pure la retta compresa tra i 
due punti B" . ' , 


fìg. 5 
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§. 1 5. Quando i punii r , q nella variazione del quadrilatero 

pj. (>. iunrq si riuniscano in un solo *, il quadrilatero si riduca al tri' 
angolo mnq , e la rq senza cessare di passare pel punto 11" , 
diventa tangente alla curva in q . Quindi se dati i due punii 1!,, 
11' si voglia iscrivere nella curva un triangolo mnq , di cui due 
lati passino per B , B', e 1 terzo mq sia parallelo a BB' , ba- 
sterà assegnare il punto B" , e condurre la tangente B "q . Sarà 
q un vertice del triangolo ; e 1* altra tangente Y>"q' segnerà il 
vertice di un secondo triangolo , che risolve egualmente il pro- 
blema. Ed ecco rilevala per tutte le curve del I .* ordine una 
costruzione identica a quella , che fu data da Pappo del pro- 
blema islesso , pel caso semplicissimo del cerchio , e che vc- 
desi anche in altra guisa da noi risoluto al §. 8; 

fig. 7. Jj. 1G. Se avvenga, che il punto B'' coincida col punto A, in 
tal caso è chiaro , che la mr debba incontrare il diametro 
CA in un dato punto P , polo di BB'; il clic vedesi sol clic 
si compia il quadrilatero a lati paralleli tnqrs , di cui mr sa- 
rà ima diagonale . Ed ecco generalizzato per tutte le cune 



nostro acutissimo geometra sig. Scorza, cioè , che se i due punti 
lì , B' d’ onde partono lo inflesse Bit , B'u sieti tali , che 
nel condurre la corda »‘q parallela a BB', la passi per A , 
la retta delle sezioni, mr , debba incontrare il d>P ,netro C.Y 
nel dato punto P , eh' ci chiama punto di armonica divisione, 
c che corrisponde al polo di BB'. Intanto suppongasi , che la 
inflessa Bh divenga tangeute , c tocchi la curva in «' ; 1 al- 
tra inflessa sarà B'/i' , e sari» n'q la retta delle sezioni , la 


/ 


Digitized by Google 


35 

quale perciò passera per lo stesso puuto P . Quindi la B'n 
sarà la polare del punto B . Similmente , se facciasi divenir 
Ungente una inflessa dal puuto IV, si vedrà che la B«" deli- 
ba passare per P , e che sia perciò polare di B'. Segue da ciò , 
che quando la rq passa per A , cioè quando il punto di con- 
seguenza tre ì due punti B , B coincide col punto A , que- 
sti due punti son tali che la polare di B passa per B', e 
quella di B' per B * E dopo ciò il teorema del »ig. Scorza 
potrà enunciarsi nel seguente modo . 

Tbokbmj 3.’ 

Se sten dati due punii B , B' tali , che la polare delC uno 
patti per t altro , e s inflettali da essi a qualunque punto n 
di una curva conica le tecanli Bmn , B'rn , la retta delle sc- 
iioni ntr patterà per un dato punto P , polo di BB' .' 

... . • 

Ma su questa importante verità ritorneremo poco appresso 
per rile\arla algebricamente. 

, • •. - ' » . i - . 

§. 17. Sia D qualunque altro punto dato su la BB' ; e per es- 
so conducasi ad una delle sezioni m , r , p. e.., ad r , la secan- 
te DrÀ ; passando rq pel dato punto B" , anche la mk dovrà 
passare per un altro dato puntp D", e ch’ò propriamente il pun- " 
lo di conte guenza rispetto a’ dati punti D , B". Or si scorge 
che la figura mnrk sia un quadrilatero iscritto , i di cui lati «in, 
tir ,rk , fan passano respettivamente pe’ quattro punti dati B , 
B', D , D' situati in linea retta , ed è chiaro , che comunque 
varii questo quadrilatero , purché tre de' suoi lati mn., nr, rk 


fi</- S. 

teor. 1 . 
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passino pe’ tre ponti dati B , B' , D , il quarto tnk passerà co- 
stantemente pel dato ponto D'. Qaindi il problamn di : iscrivere 
in una curva conica un quadrilatero , i cui lati pattar debba* 
no per quattro punti dati in linea retta , sarebbe più che de- 
terminato , dappoiché il sito del quarto ponto dipende da quel- 
lo degli altri tre . Hd in tal modo rimane generalizzato per 
tutte le corre di 1“ ordine il bellissimo teorema avvertito la pri- 
ma volta sul ocrchio (*) dal nostro insigne geometra , ad -ana- 
lista cav. Flauti , e che potrà enunciarsi nel seguente modo. 

risiisi 4 ‘ 

Se tre lati di un quadrilatera variabile iterine in una curva 
conica pattino per tre punti fitti tituati m linea retta , il quar- 
to lato patterà anch' egli per un date punto , situato rulla stes- 
sa retta . 

Ma anche su questo teorema ritorneremo più mutui in luogo 
opportuno , ove sarà reso più generale , e dedotto da metodi 
analitici ; e si vedrà pure quale importante applicazione possa 
farsene . 


C) Questa iot eressi nle proprietà del cerchio trovasi implieitamen- 
te compresa nell’ elegante geometrica seluxkuie data da questo beneme- 
rito Professore , fin dal 1809 , del problema di ; dttcmtrt una sfinì tao- 
jenft quattro sftrt iole di sito , » di grandezza . 
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5- 48. Occorrendo in seguilo di aver sovente espresse in 
Funzione delle coordinate di un punto ( t , u ) quelle de’ punti 
di contatto delle tangenti tirale da un tal punto alla curva 

y — mx' -f Inx ■. („) 

sani bene rilevar fin da ora tali espressioni , per non ripete- 
re più volte le cose stesse. 

Egli è Doto , che la retta , che passa pe' contatti delle Un- 
genti condotte ad ( o ) dal punto ( t , u ) abbia per equa- 
zione ... 

-/* — *(<«+*) + <» 5 ( 5 ) 

«e eliminiamo la y tra queste , ed (a) , le radici dell’ equa- 
zione di 2.” grado in x , che ne risulu , dovranno appunto 
corrispondere alle ascisse de’ due punti di conUtto ; ed eli- 
minando poi tra le equazioni medesime la x , le radici del- 
la risultante equazione di 2.’ grado ia y , rappresenterebbe- 
ro le corrispondenti ordinate . Intanto dall’ eliminazione di y 
si ha l’ equazione 

' — o- ( — , ( ,m + ") ) , ”’<• 

(fm -f »)’ -r- imi' ( fra + n )’ — ma’ 0 

Queste equazione risolute dà 

x z= n * V( «’ — <( tra -f- 2») ) 

(tra -fi»)* — ira' 

e dispensandoci dall’ altra eliminazione della s , il suo valore 
or or trovato , sostituito in (b) , darà 

n ™ *( tra -f n ) V( u* — t ( tm-f 2») ) 
l ( fra -f n )* — mu' 
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Designando adonqne i due ponti di contatto per (s , t») , v'), 

e facendo per brevità 

tm -f- n = q 

u‘ — l( tm -f- 2rt ) = s’ 

rileveremo 


• 

u* — tq 4- ut 

z si n 

q‘ — mu‘ 

nu 4- qs 
v = n • 

q* — «nu* 


u* — tq — us 
q‘ — ma' 

nu — qs 


(o) 


q‘ — ma' 

E son questi i valori delle coordinate de’ due punti di contatto 
in funzione delle coordinate del punto d’ onde partono le tan- 
gonti . Da tali espressioni sarà poi opportuno , per maggior 
facilitazione de’ calcoli , che dovranno eseguirsi , rilevare le 
seguenti altre . . . i • n ,. ■ . 

«-«■ = *. _jì_ , I+S . = 2 „inis; 

q — «nu 

v — v’ sa 2n — 

9 


'* ■> 


tuf 


I* 


«/* — mu‘ 


— ■ . v -f* v* — 2rt* ■ ■ 1 * 

* — ma' q — mu 

' — -■ ; (' m +‘ 2n ) 


00 


vv = n 


9 — " 


sv' ss »* 'il±_0 

— ma' 


t(u — s) 

> z’v ss n’ ^ 

q‘ — ma 
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Problemi IL 

§. 19. Due lati di un triangolo variabile W'V" , iterino in fìg. .9. 
una curva conica siano assoggettati a passare costantemente per 
due punti fìssi B , B' ; ti cerca il luogo geometrico del punto U, 
concorso delle tangenti nelle estivniilù del lato liberi VV (’) . 

* ' * li f « * " «*• 

Sol. Si prendano per asai la tangente OY parallela alla con- 
piungente dei punti B , B' , c ’l diametro OX corrispondente 
al punto di contatto . La curva proposta potrà coti generai* 
mente rappresentarsi coll’ equazione 

y' = nir’ -f ìnx (A) 

Si chiamiuo t , u le coordinate del punto U ; *, » ; »’ v 1 , quel- 
le delle estremità del lato libero YY' ; b , V le ordinate de' dati 
penti B , B', ed a la loro ascissa comune . Saranno in tal modo 

* ; s • - 

(') Se invece de' punti B , B' Cossero dite di sito due rette Pfc. 
f>6' , cd invece del triangolo iscritto YV'V'' si considerasse il cor- 
rispondente triangolo circoscrìtto UtPU'' è chiaro , che il problema 
qua ssù proposto sarehbc identico a quello in cui si dicesse : due t er- 
tici V, V" di u» triangolo ver talli e UU'U 1 ' circoscritto ad «im» te- 
stoni conica stailo assoggettati a percorrere le due rette date di sito 
Pb , Pb' ; si etica la cerea descritta dal vertice libero U , dtpoiclio 
dovendole corde de' contatti V<V" , passare per duo punti da- 

ti B , B', poH rispettivi delle dato retto Pb , Pb', vedesi manifesta- 
mente che ai ricada nello atesso problema . E questa osservazione 
valga in generale per notare , che da un poligono iscritto di qualsi- 
voglia numero di lati , assoggettati a passare per punti dati , si fa pas- 
saggio nel modo stesso ad un poligono circoscritto , i di cui vertici 
aleno allogati aopra altrettante rette date di sito . E viceversa . _ 


v 
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. yu sa *( tm *f n ) + «< (B) 



he equazioni del lato libero (*) , e degli altri due respetlivameD- 
le . Chiamando dunque a", v" le coordinate del vertice \ ; 

poiché la retta (R) passa pe’ punti ( ^ ® )»(*'> ^ (C) 

passano aniendue per (s", v") ; e perchè questi tre punti esi- 
stono sulla curva , avremo le seguenti equazioni 


uv ss t ( mz + « ) -f- »i 

uv' = t ( mi' -f n ) + nz' 

• * * ‘ ». 

e" — 1-tZl (a"_ *) 

« — z 
a — s 

t>* = mz* 4 - 2nz 

v” r= ms''4- 2«s' 
e"* S S ju*" , + 2iu" 

’ f t 


\ 


(D) 



Queste sette equazioni esprimono tutte le condizioni del proble- 


(*) Il lato libero essendo la rotta tra I contatti delle tangenti con- 
dotte dal punto [ « , u ) alla curva (A) , è chiaro , che la sua equazio- 
ne sia delta forma (B) . 
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ni» ; e converrà eliminarne le variabili a , » , *' , V , a" , tf' t 
affin di ottenere nna equazione nelle sole incognite t , n , che 
sarà quella del luogo geometrico cercato. , 

Nel §. 18 . ahbiam mostralo come possano esprimersi le 
coordinate dei ponti ( z , v ) , ( s' , v' ) in funzione di quel- 
le del punto ( t , u) . Or qui cercheremo di avere un’ equa- 
quazione libera dalle coordinate z" , v" , perchè sostituendovi 
quelle espressioni , l’ eliminazione sarà compiuta . Per isharaz- 
zarci delle z" , v" il metodo più agevole , e spedito , che si 
presenta a prima vista , è quello di determinare i loro valori 
una volta in funzione delle coordinate del punto V , ed altra 
Tolta in (unzione di quelle del punto V', e dal pareggiamento di 
questi valori avremo l’ equazione nelle sole coordinate 3, v ; 

»'• Valcqdoci dunque delle espressioni (D) rilevate per lo sco- 
po medesimo nel problema 1*, avremo da una conveniente ap- 
postone di apici 

„ _ a ( i* -f ma' ) — - labi' -f. “lag' 

2z ( rna -f- n ) — ibv -f \b' — ma') ’ 



2 ' ( &'* -f ma* ) — l ai V -f 2 na' 

2c ( ma 4 - « ) — IbW «j- (A' 1 — /«a’) 


Quindi 1 ’ equazione 

z(b‘ 4 - ma' ) — 2 abv + 2nq» z'(b'-+ma') —2 tri V-fr 2 ,ui' 

‘2: (ma n)— 2Ae-(- ( b ' — ma' ) K 2 j'(m« -f / 1 ) — 24 V -f (4' — »i7i 7 ) ^ 

la qmle , sviluppata , e ridotta , potrà essere ordinata nel 

»n>r av a** uflMr ; m/smf i r -, : . - 
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seguente modo - *• 1 ■ • ’ 

+ ( : _ a’ ( mV + 4n’ + Amnn )} 

— (=+*') 

4- W < V -tif* >)(«•« 4- «) 

_2iia’(A’-*A'0 
— 2 a ( i«« + 2 » ) ( ies' — b'v z ) 

+ 2 bb' ( abv — oAV ) 

4- 2o ( ma.+ 2 « ) ( aAe — aAV ) 

-W'(bv'z -h’rz’) 

- ; ,-k • • 

Ovvero . fc-t ^ , ^ .imm 

4 . ( z — )^AA' — a(ma + 2 n) ^ ^bb'-\-a (ma + %a)J j 

_ (A 1 — (z + i) + 2na' — 2;;' (m« + n)^ f ^ 

— * 2 « ( ma + 2 n ) ( bvz — AVs ) i 

4 . 2AA' ( abv' — ab' v ) ‘1 

4 . 2o ( ma 4 - 2« ) ( «A» — a.' b'v' ) 1 

— 2AA' (bv'z — b'vz') ... ' 



Possiamo ora sostituire in questa equazione per s , s , » , e , 
le espressioni del J. 18 , e scrivendo per brevità M invece di 
a(ma + In) essa diverrà dopo le riduzioni 


4 . ws ( bb' - M ) ( bb' 4 - M ) 

— (A4- A') (A — b)n(a — t ) (mia + (n + no) 

— Multi (A — A') 4 - Mn/s (A 4- b') 

• 4 - bb'anu (A — b') AA's (A 4"A') (mlu 4" w0 ) 
4 - Manu (A — A') 4" Mi (A 4 - b‘) (vira 4 - * lfl ) 

— bb’nlu (A — - A') — bi'nts (A 4" b') 

'■J ’ ) » 

Riunendo tra loro i termini , che nelle ultime 



quattro linee 
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sodo moltiplicati da (6 — b' ) , e quelli , che son moltiplica- 
ti da (4 -f b") , queste quattro li nee si riducono ad 
+ nu(b — b') (a — t ) (bò' + M) 

— s (b b') (mia -f- <n -f- »o) (bb' — M) 

E tutta l’ equazione diverrà cosi 


Q{U’-M)+n(b — b’) (a- i))(u(bb’ + M) ^ 

— ^s(W'— M) +n(b — b') (a— i)^ Qb + b') («fa -f. in -f. na)^ j 


oppure 


(j{bb’— M) +»(*-*') (a — f)^ — (4+i'Xmfa+f/i-|-™)^ = 

Da questo risultato si ricavano intanto due relazioni , cioè 


t{bb'~ M) + n(£ — A') (« — <) = « 
u( bb' M ) — ( b -f- b‘ ) ( mia In na ) .-r a 
le quali , restituendo ad s , ed M i loro valori, divengono 
bb' — a (am 4- a*) //• , \ 

TZ T — V (“*— + *)=>» (H) 

“ (**' +.<•(«» + an )^ — (b -f- b') (mta -f. in + na) so o (1) 

E quindi abbiamo un sistema di due equazioni per la soluziona 
del proposto problema (*). 


(*) La dubbia soluzione risultante* dal melòde puramente algebrico 
tenuto nel trattare il problema proposto , ì un di qua' paradossi , che han 
dato luogo più di una volta a sommi analisti di esitare su' bizzarri risulta- 

menti dell* esalili , ed a quali potrabbeai con più ragiono adattare ciò , 
ette scriveva ! illustre matematico di Ginevra al professore Flauti nel- 
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§. 20. Or che diremo di questo duplice risulUmenlo , os- 
sia di questi due fattori , de’ quali uno dinota una corra , 1’ 
altro una retta , e che nulladimeno debbono 1' uno e 1* altro 
risolvere lo stesso problema ? L' è questa una circostanza de- 
gna di speciale attenzione . Senza dubbio ognun comprende, 
che tali due diverse soluzioni debbansi appartenere a due 

r inaiargli la sua soluiione algebrica del principal problema sulla pirami- 
de triangolare : Faut-il ione que mime da ni unt tcience , doni t bidet «- 
et dei principe t al la timplieUì de ton objet doivent garantir t etpril bu- 
ina m de toni icari doni le nule de la virili , il dotte «icore conterete quel - 
quei ioutet tur la certilude del multati auxquelt il panicnt ; et quii rrfoi- 
w at'iwi use tròie Ufon d' kumilili ? .Nè ciò credasi qui detto fuori propo- 
sito ; mentre potrebbesi taluno inconsideratamente avvisare di rigettare il 
fattore . che rappresenta la curva , e eonchiudert , che la locale cenata fot • 
te tempre una retta : coocbiatione del tutto erronea . Ma ad un paradosso 
più rimarchevole di luogo l' altro problema , di cui più incanii ci occupe- 
remo : Un poligono variatile .'di' k lati eia cen tal legge iicritto in una 
curva conica , eie k — 1 lati ri mantengali tempre paralleli ad altrettanta 
rette date di aito ; ai cerca il luogo del concorso delle tangenti nelle aalremi- 
td del lato libero : poi quale si vedrà con sorpresa , ebo cosi generalmente 
proposto debbano soddisfarvi intrinsecamente una retta , ed una curva. 
Questa sorta di problemi , che meo degli altri sono stati considerati , 
e elio più lo avrebbero richiesto , sodo stati assai bene classificati dal no- 
stro Flauti colla denomina rione di compietti ; e", giudicando egli del gran- 
de interesse , che possono offrire pel perfeaiooamento de’ metodi , fin da 
quando pretentò aita nostra R. A. delle Sciente i' indicato lavoro del 
Luillier , richiamava a ragione su di essi f attenzione de' geometri . E noi 
crediamo , che sia ben necessario doversene far mentione nello ordinari* 
istituriooi di Geometria analitica , affinchò sappiamo evitarsi gli equivoci , 
cui sogliono dar luogo cosiffatti proteiformi risulta menti ; tanto più che a' di 
di oggi i giovani 'limitandosi ordinariamente alla semplice lettura de libri. 
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diversi casi , o piuttosto al problema medesimo guardalo sotto 
due diversi aspetti . In fatti se il problema proposto fosse sta- 
to il seguente : Un quadrilatero variabile yy’V'V"' sia con fig. 10 
tal legge iscritto in una curva conica , che mentre due dei suoi 


che scrvon loro d’ istituzione , possono assai facilmente osservi indotti ove 
non ne dono preventivamente avvertiti . 

Ma ci sia ancor permessa a questo proposito qualche altra breve rifles- 
sione. Finché si maneggino le sette equazioni (D). (E) , (F) co' metodi gene- 
rati , che l' Algebra somministra , il procedimento di eliminazione , qua- 
lunque ei siasi , riuscivi sompre difficile , e faticoso . dovendo necessaria- 
mente condurre ad un risulta mento , che dee scindersi in due fattori ; e 
questi fattori non posson dirsi estranei, dappoiché rispondono entrambi con- 
venientemente alla quistione. Ma , generalmente parlando , noi manchiamo 
di norme per conoscere se un' equazione qualunque possa scindersi in altre 
più semplici ; e se anche ne avessimo , vi vorrebbe un coraggio erculeo 
per seguirle sopra un’equazione di 2V3 termini, quanti ne risultano dallo 
sviluppo compiuto delle due relazioni (HJ , (I) . 

Usando talvolta da' particolari ariiiizj di analisi , che valgano a li- 
mitare la soluzione di un problema al caso preciso , che vuoi consi- 
derarsi , può avvenire , cheti eviti uno scoglio di tal natura : ma questi 
artifizj nè son da tutti , né sempre si presentano ; e l’ analista in questi 
easi è il più delle volta costretto a desisterò dal! impegno , se nou voglia 
con prematuro giudizio incorrere in qualche erronea cocchi usiooe . Coti 
fu che il aig.Gergoone nel risolvere il problema di : Trovare il luogo de’ 
centri di tulle le lesioni coniche assoggettate a toccare due rette date di si- 
te , t pastore per due punti dati , dall’ essersi imbattuto io un' equazione di 
V grado a due variabili , che eradè non poterti scindere in altre più 
semplici, concliiusc , che la locale di cui tratta vasi non fosse né una sezio- 
ne conica , nè un sistema di due sezioni coniche ~ conchiusiooe , che l' il- 
lustre Pooceiet riconobbe erronea , avendo impreso a- risolvere lo stesso 
problemi colf tjuto della Geometria ( tegg. gli Annali v .XI, pag. 379 , e 
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lati W" , VV pattano per due punti fitti B , B', 3 tersa 
y , "V' sia parallelo a BB' : ti cerca il luogo del punto U con- 
certa delle tangenti nelle etlremità del lato libero VV ; si scor- 
ge facilmente , che questo problema non differisce dal primo, 
ebe per la sola circostanza che qui i due punti V , \ non 
coincidono , mentre in quello si son supposti riuniti in un solo ; 
ma quantunque non coincidano pur tuttavolta essi hanno comune 
V ascissa ; e però V andamento dì analisi per la soluzione fi 
questi due problemi sarebbe in tutto identico ; e 1’ equazione 
risultante dev’ essere per entrambi i casi la stessa ; cosicché i 
due fattori (H) , (I) debbono a questi due casi corrispondere . 
Quindi all’ un di casi sì apparterrà la retta ; la curva all' altro. 
Ma qual sarà poi con ìspccialìtà la localo per ciascun fi essi ? 
Ninna regola diretta porgono i metodi analitici per conoscere 
in casi di tal natura a quali delle due linee convenga appi- 


cel ». XII. ciò che al proposito è notato dal Poocelet ). L - unico scampo io 
questi oasi si quello di rivolgersi a considerarioni geometriche , le quali 
tendono naturalmente , come altrove il dicemmo, a ricondurre le solumom 
al senso preciso , che vogliamo attribuire alle quistìoni ; e ciò valga a 
mostrare, che 1‘ analista . tenta profonda conoscenza dell’ antica geome- 
tria , manca del più potente meno por riuscire con buon successo nel- 
le ricerche , che imprende a trattare . 

Molto ai è lavorato per perfeakmare i medodi di eliminazione , e special- 
mente per la ricerca dei (attori ; ma non v' ha dubbio , che 1" analisi alge- 
brica non mollo per questa parie abbia progredito. L’ esame, ed una severa 
analisi de' fattori , ohe ti presentano ne' casi particolari potrebbe so- 
lo, nello stato attuale , spargere maggior luce su queste teorie, importantis- 
sime pe' metodi moderni , che sono di loro, natura più subordinati al do- 
minio deli' eliminazione . 
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gliarsi , secondo il senso preciso della qoìstione , e qual sen- 
so debba attribuirsele perché sia soddisfatta dall’ altra . La 
Geometria però ei mette in grado di conoscere prontamente , 
che pel secondo de' due proldenii , tanto difficile ad esser 
trattato co’Wlodi algebrici , la locale sia nna retta . 

Infatti la YV' s’ intenda prodotta finché incontri in Q la 
BB' } poiché da’ punti B , D' trovansi inflesse alla curva le 
BW"', B'Y'V", e la congiungenle di due delle sezioni V'", 
V" è parallela a BB' , la retta VV' che unisce le rimanenti 
sezioni V, V', dovrà pel teorema ‘2" incontrare la BB' in no da- 
to pnoto Q . In conseguenza {lassando la YV' per un punto 
dato , il luogo de punti U , concorsi delle tangenti in Y , V' 
sarà una retta data di sito , potare di quel punto , c questa 
retta sarà in conseguenza quella rappresentata dalla relazione 
(I). Oud’ è , che si ha il seguente 

Teorema 5.’ 

Un quadrilatero variabile sia iscritto in una curva cornea 
con tal legge che , mentre due dei suoi lati passano per due 
punti fissi , un’ altro i parallelo alla congiungente de’ punti 
rilessi , il luogo del concorso delle tangenti nelle estremità del 

lato libero sarà una retta data di sito (*) . 

* 

1 \ 

(') Questo teorema i conseguenza immediata del teorema 2 n , dap- 
poiché passando il lato libero per un punto tisso , il luogo del con- 
corso delle tangenti nelle sue estremili r è , eom' è noto , una retti data 

di silo , polare del punto Baso ; ma a prima vista non vedevi com'ei li 
comprenda nella relazione (I) t nè per quel nesso ei sia legato al pre- 
sente problema • J- - ‘ . . . ^ 
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§. 21. Per costruir questa retta potranno infletterai ad arbi- 
trio due secanti BV'" , B'V" tali , che la V"V"' cougiungcn- 
te di due delle sezioni sia parallela a BB' , e poscia protrarre 
la YV' finché incontri la BB' in Q. La polare del punto Q sa- 
rà la retta cercala. 

Ne’ due punti , in cui questa retta incontra la curva , il 
punto li viene a confondersi co’ punti V , V' riuniti in un solo ; 
ma la non cessa di esistere , e di essere parallela a BB'. 

Quindi questi due punti risolvono il medesimo problema ri- 
soluto in altre guise ne’ $$.8 , 9 , e 1 5 ; ed è chiaro che la ret- 
ta assegnata presentemente sia la stessa retta , che abbiamo 
allora costruita, e propriamente ne’ §§. 8, c 9, con un procedi- 
mento del tutto diverso. Ed in fatti paragonando 1’ equazione di 
questa con 1’ equazione (H) del $, 8 , esse si scorgeranno i- 
dentiche , non differendo che nelle sole variabili . 

§. 22. Discussa cosi la relazione (I) , rimane ad esaminar 
la (H) , che soddisfa al problema nel senso preciso corn è 
proposto . Facendo in essa per brevità 

bb' — a ( am + 2n ) _ „ ,. N 

ìzrp O W 

si ha 

u’ — t ( tm + Bn ) ì = n’( a — l )’ (L) 

Appartenendo quest’ equazione alle linee di 2* ordine , avre- 
mo il seguente 

(*) Può osservarsi fin da ora , che questa espressione altro non 
sia , che il valore deli' ordinata del punto di conuqutnza rispetto a' 
dati punti B , b' ; il che si vede , paragonandola con la (G; del §. 4. 
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Se un triangolo variatile ria iscritto in una curva conica con 
tal legge, che. due de tuoi lari pattino coitantemcnte per due pun- 
to' dati , il luogo del concorto delle tangenti nelle estremità del lato 
Ubero sarà una lesione conica. 

Per la nota al §. 19 ai a Tri inoltre 

fionii 7.* 

& due vertici di un triangolo variabile circoscritto ad una 
testone conica percorrano due rette date di rito , il vertice li- 
bero percorrerà uri altra lesione conica. 

E per la teorìe* delle polari reciproche, che abbiamo esposta 
in altra memoria , ai avrà di pila : 

T* om t m t 8 .* 

Se un triangolo variabile ria iterino in una curva conica 
con tal legge , che due de' tuoi lati pattino per due punti fisti , 
il lato libero torà continuamente tangente ad un altra sezione 
conica . ... 

§. 23. Pria di procedere oltre faremo ancora qualche altra 
breTC riflessione sulla soluzione , che abkiam recata al presente 
problema, la quale vedesi condotta a fine con gra\e stento , e 
difficoltà ; non ostante che . siesi ricórso a tutti que' ripie 
ghi , che sì riconoscono generalmente come i pili efficaci a 
facilitare le eliminazioni tra le algebriche equazioni . In vero 
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trattasi di una questione , che presenta a chi imprende ad oc- 
cuparsene ostacoli indicibili , e forse , abbordata di fronte col 
metodo delle coordinate , farli spendere molto tempo in vano , 
se pur non induca ad erroneo concetto , cioè che la locale 
cercala sia di un ordine superiore al vero , Nè , speriamo , 
vorrà trovarsi esagerata sitfatta proposizione , quando vogliano 
comprovarsi i calcoli precedenti , perchè si vedrà quanta pe- 
na , e quanto fastidio costi lo scindimenlo de’ risultati nelle re- 
lazioni (II) , (I) . Tutte queste difficoltà possono però cessare , 
od almeno alleviarsi in grati parte , se nel risolvere il problema 
si ricorra a qualche opportuna geometrica considerazione . 

Or ponendo mente alla natura della quistione , si riconosce 
che il teorema 4* possa grandemente influire a facilitarne la 
soluzione . Sappia» di fatti per esso , che se da una delle e- 
stremilà del lato libero, per esempio da V *, si tiri la corda 
W" parallela a BB' , debba la congiungente incon- 

trare la BB' in un dato punto 1) ; e questa sola osservazione è 
già sufficiente per ricondurre la quistione a più trattabile pro- 
blema , dappoiché invece di due punti B , B' permeile di tener 
conto ‘di un solo punto D . Osservando dunque che nel tri- 
angolo \'VT" il lato V'V'" è assoggettato a passare pel pun- 
to dato 1), 1’ altro Y V'" ad esser parallelo a BB', eh’ è una 
retta dal» di sito , c ’l terzo YV' non d che lo stesso lato li- 
bero del primo triangolo VV'V", è chiaro che invece del trian- 
golo variabile Y V'V" possiamo considerare 1’ altro triangolo 
variabile VV'V"' iscritto con tal condizione che un de’ suoi la- 
ti sia assoggettalo a passare per un dato punto , 1’ altro ad es- 
ser parallelo ad una retta data di sito. Quindi la quistione si ri- 
duce al seguente 
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J. 24. Un triangolo variabile VPV" eia iscritto in una cur- 
va conica con tal legge , che mentre un tuo lato PP" passa 
per un punto fleto D, i altro VP" ti mantenga costantemente pa- 
rallelo ad una retta data di sito : ti cerca il luogo del putito V , 
concorso delle tangenti nello estremità del lato libero VP. 


Si ritengano gli stessi assi del problema precedente , cioè 
la Ungente OY parallela alla retta data di aito BB', e 1 diame- 
tro OX , che passa pel conUtto . Si chiamino tuttavia * , t> ; 

s' , t/ le coordinate de’ punti V , V' ; saranno *, «le 

coordinate del punto V"' : s’ indichino inoltre con ■ , /9 le 
coordinale del dato punto D. Essendo 

gru s= ì(tm + n) + (» 


v'+v 

7 + 


le equazioni de’ lati VV' , V'V"' respettivamente , e passan- 
do quest’ ultimo per D , cioè pel punto ( « , £ ) , ai avrà 

P + *’= (* — *).. 

1) onde risulu 

* ( » + V ) + ;S( 1 _ s ’ ) — v'j _ — o ^ 

Colla prima delle precedenti equazioni si potranno poi deter- 
minare i valori <fi * , v ; z, e' in funzioni delle coordinate del 
punto ( t , , come al §. 18 ; e sostituendoli in (M) , si 

otterrà 


ossia 


2 n’us + 2naj/3 — In'ul = 0 

£* = — «(* — 0 


6 
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e restituen do ad s il. suo valore v — (ò» + 2n)^ , si avrà 
p’^u' — t ( (m -f- 2n = n’ ( * — t )* (L') 


Cioè la stessa equazione (Ij) rilevata per altra via , essendo fa- 
cile a riconoscere , che l a i e ^ in questa non sicno } che 

. bb' — o( ma + 2 n ) 
r a , e J3 di quella , mentre 1 espressione v 


a cui per brevi Ut si è fatta nel §. 22 ugnalo la fi , altro non 
-è che 1’ espressione dell’ ordinata appartenente al punto di con- 
sctjucnza tra i due punti ( a , b ), ( o , b' ) , e eh’ è perciò la 
stessa f3 del presente problema . 

Ed ecco in qual modo una semplice geometrica considerazio- 
ne è slata valevole a far scomparire con tutto il treno del calcolo 
richiesto per la prima soluzione di questo problema! tutta la sua 
difficolta . La ragione n’ è poi evidente ; dappoiché , prescin- 
dendo dall" essersi qui ristretto il numero dedali, vi ha di più , 
che non polendo attualmente aver luogo il caso , cui rispondeva 
il fattore incontrato nella prima soluzione , quei fattore or non 
dovea figurare . Ma quantunque quest’ ultima soluzione sia di 
gran lunga più semplice dell’ altra , pur tuttavolta essa anche 
più semplice e piana può rendersi , ricorrendo a qualche altra 
geometrica considerazione , come or ci faremo a dimostrare. 


$. 25. Ritenendo sempre gli assi medesimi , e le stesse so- 
gnatore si osservi , che compiendo il quadrilatero a lati paral- 
leli , i suoi lati convergenti , c le diagonali debbo- 

no incontrarsi respettrvamenle in due punti T , S , situati sul 
diametro OX , e che debba di più la UT essere la polare dei 
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ponto S , e quindi parallela ad OY (*). Ciò posto essendo 

0+e 


y- P- 


* — i 


(*— *) 


F equazione del lato , che passa per D , si avrà pel punto T 

P + r, 


-e = '7±t‘-* * 


A' onde 


** (* — O 


fi 


t=l — z. 


(N) 


Si piò V equazione della tangente nel punto V , essendo 
p/sx(ai -J- * ) -j- ni , 
nel punto U si avrà 

« I i l < 

vu = t ( am + « ) + n * - ( 0 ) 

E finalmente avendosi , 


, . ' *'•=*»;’ ■+. ani (P) 

non rimane che ad eliminare le a , v tra le equazioni (N), (0), 
(P) : operazione agevole ad eseguirsi , e che potrà condursi nel 
seguente modo . ' 

Si elevino a quadrato le (N) , (0) , e dopo aver moltiplicato 
il prip# prodotto per , si sottragga V un dall’ altro . Il re- 
siduo 

C n' (» — t V\ 

— J ~ t(tm+ in) (•«;• + inz ) 


(V Queste verità sono notùsime , e comuni , e trovami da noi be- 
■anche «poste tra diversi teoremi sulle sezioni coniche pubblicati co* 
altro opuscolo. 
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r ' 


per la (P) diverrà 

^ a ~ 0 ) ss < ( < * + 2* ) •* 


cioè 


donde risulta 


fi' 

*'- —- a p =t(tm + 2n) 


P’(u'— l(tm — «)* (L") , 

eh’ è la stessa equazione rilevala piè sopra per due altri diversi 
procedimenti . E se riflettasi , che presentemente non si è avu- 
to bisogna di ricorrere alle espressioni assegnate nel $. 18, per 
le coordinate de’ punti di contatto in funzione di quelle del pon- 
to di concorso delle tangeDti , si riconoscerà , che quest’ ultima 
soluzione , ridotta ormai ad intuizione, superi di gran lunga le 
altre duo per semplicità , e per chiarezza. 

Ma non sono queste le sole vie che la Geometria ne addi- 
ta , per facilitare la soluzione del problema di cui ci siamo 
occupati , a chi sia in essa convenevolmente esercitato , e 
sappia apprezzarla. Ma ben altre ancora ne offre j e , nel ca- 
so presente , pur semplicissime e piane . Di fatti chi non ve- 
de , che anche ora potrebhesi utilmente applicare il teorema 
accennato al 10 ? Noi ci dispensiamo da questo ass^^per 
non essere infiniti ; ed invece passeremo ad esporre una ele- 
gante soluzione di questo problema , condotta per le puro vie 
dell’ analisi moderna , e che sorge da quanto abbiamo osser- 
vato ne’ §$. 11 e 12. 


$• 26. Ripiglieremo a tal' effetto le equazioni (E) , (F) 
del $. 19 , cioè le 
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e" — b 


b — v 


(*"-«) 


a — z 


t>* 


a — t 
w*’ + an* 
b mi'* 4. an*' 
«sa nt*"*-f. ani" 

Sv iluppando le prime due , si ha 
a( e' 1 


— t> ) — i ( *" — * ) — ✓'* + v t" sol 

— — 4'( *" — — s-'V + e'*" = o j 


(Q) 


e le altre tre , facendo 

• * ‘ * 

v > v 

daranno 

r* 

f sa M 




i — mr‘ 
T 


e = an ■ 



yr. 


: an 


l — mr"' 
t" 


i — mr* 1 i — mr / * ’ 

Sostituendo queste espressioni nelle (Q) , ti troverà 
a ( i -f- mr /' ) — 4 ( r ■+• r" ) -f- anrr" =3 o 
«( i + w/V' ) — b' ( / + r" ) + mr r" = o 
Eliminando tra queste due equazioni la r" si avrà quindi 
( am 2«'1 rr' — a bb' — a (om -f- *2«) 


i - mr"' 


r — r' 


b—b' 


... bb’ — a( am 4- in ) 

ovvero , tacendo per brevità — = fi (*), 


{*) Si osservi anche ora che l' espressione 


bb' — a ( ni» -f- 2n* ) 


n m è cha T ordinata del punto di cowryutnta tra B , B', 


b — b' 
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( am -f In ) n* — a = fi ( r — r' ). 

• • 2 5 # 

Potranno ora restituirsi ad r , r / i rispettivi valori — , e 
si otterrà così 

( am 2 h ) ss' — oct' = j3 ( sv' — z'v ) 

Questo risul lamento per le espressioni del $.48 diverrà poi 

fi* = — *(« — <) } - ; . 

donde si avrà di bel nuovo come nel §. precedente 

— 1 ( im + 2» )^ = n' ( a — <)’ (L'") 

Vale a dire la stessa che le equazioni (L) , (L/) , (L") rileva- 
te per altre vie , essendo superfluo di ripetere , che qui 1’ o , o 
fi sieno identiche alle * , fi delle altre . 

$. 27. Per compiere in tutte le sue parti l'esame del problema, 
che ci ha occupali , ne rimane a rilevare il corso , e lo affezio- 
ni della curva locale a riguardo della curva proposta , o per 
meglio d. re ne resta a compiere la discussione della sua equa- 
zione . E qui saremo alquanto minuti non solo perchè troviamo 
qualche discordanza co’ rìsultamcnti accennati dall’ illustre Pon- 
cilet , ma anche perchè sul caso del triangolo è fondata l’ asse- 
gnazione della locale per un poligono qualunque, come si vedrà 
più appre:.so. 

A tal’ effetto svilupperemo l'equazione della locale , la qua- 
le ordinata diverrà 

/9V — ( nifi' + n* ) t’ — 2nt ( fi' — un ) — n’»’ = o (R) 

E dalla ispezione di questo risnltamento rilevasi : 

1“ Che il centro della locale sia sull’ asse OX . 
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II* Clic il suo diametro conjugato a quello , che si distende 
su questo asse, sia parallelo all* asse OY, os>ia a CQ conjugato 
ad OC nella curva data (*). 

Ili* Che la locale sia iperbole , ellisse, o parabola , secondo- 
che la quantità m/9’ -f n’ sia positiva , negativa , o zero. £ di- 
pendendo questa circostanza dal segno di m , ne segue , che 
se la cuna data è iperbole , essendo m positiva , la locale 
sarà iperbole ( pg. 20. 21 ) . Se poi la cuna data è ellisse , 
essendo m negativa, la locale potrà essere ipetiolc (flg. 12. 16. 
17 ) , ellisse ( pg. 13. 15) , a puinbola ( pg. 14) , secon- 
do che p sia < , >, o = yj -- (**) , cioè , che DA sia. 

minore , maggiore , o eguale a CQ semidiametro conjugato a 
CO . E finalmente quando sia m = o , cioè quando la curva 
data è parabola , risultando negativo il coellicicnle di la lo- 
cale sarà iperbole ( pg. 18 , e 19). 

IV. Per vedere se la locale incontra 1’ asse OX faremo u=o, 
a risolvendo la equazione , che risulta 

( mp' +«’)(* + 2 ni ( p' — m ) + n'i' =r o , 

si avrà 

— n( P'— in ) ± np\J «( *« + 2n)^ 
iup‘ -j- «' 

(*}_ Cii è chiaro , mancando nell' equazione (H) il termine in «< . 

(**) Rammentiamo , che l' espressioni \ f — — equivale in gran- 

» m 

dezza al semidiametro conjugato a quello che nella curva dell’ equazione 
j’ = ma' -f- -ìnsc si distendo sull' ai*« <WUe x , 


i 


f 
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espressione , m coi codrione all’ oggetto esaminare se il ra- 
dicale sia reale o immaginario . Ora è chiaro , che la quantità 
*( am -f- 2n ) rappresenti il quadrato dell’ ordinata , che nella 
data curva corrisponde all' ascissa a ; Tale a dire è a'am-}-2/i) 
£= HA’ ( fig. 15, 16, 17 , 19, 20 ) ; e perciò essendo f3'=D\’, 
se il punto D cade dentro della curva ( fig. 17 , 19 , HO ) , 
dovendo necessariamente risultare DA' < HA* , sarà pure fi' < 
<*( «m + 2» ) , c quindi il radicale sarà immaginario . lo que- 
sto caso adunque la locale . non potrà incontrare 1' asse delle 
ascisse , od i suoi rami saranno rivolti nel senso dell' asse OY. 

Se poi il punto D cade fuori della curva il radicale sarà 
sempre reale. Ciò é chiaro se DA interseca la curva ( fig. 15, 
16 ) , mentre si ha sempre in questo caso DA’ > H V , e 
quindi fi' > j( am -j- 2n ) . Ma se DA cade fuori della curva 
( fig. 12. 13, 14, 18, 21 ) , questa verità si rileverà meglio 
dando ad m , ed n i loro valori effettivi . A tal’ uopo si chia- 
mino p , <j i semidiametri CO , CQ ; per 1’ ellisse si avrà m 
f 1' „ . , , q' o* 

fi P ^ 1 p' P 

Laonde il radicale diverrà 


per l’ ellisse yj ^fi ' — a (»/»—« 

e per l’-iperbole V 0 r+ * f' ( V - * )) 


(B) 

<9 


Or se DA, come il richiede l’attuale supposixione , non inter- 
seca la curva , il binomio (2 p — a) sarà j>cr l’ ellisse una quan- 
tità negativa , quando a sia positiva ; e perciò in questo caso 
la quautilà compresa dal radicale (B) sarà positiva. Che te a sia 


Digitized by Google 


_ 1 

negativa , quella quantità divenendo /3’ -f *-X- ( 2p -f a ) , sa- 
rà pure poaitiva. Per P * erbole poi , se a è positiva , il bino- 
mi o (2 p — * } sarà quantità positiva ; e perciò positiva la 
quantità compresa dal radicale ( T ) ; ed ove a sia negativa , 
la DA ritornerà ad intersecar la curva. 

Pel caso della parabola, essendo m=o , il radicale riducesi a 
\/(/3’ — 2*») , che , per » negativa , diviene + 2*«) , e- 
videntemcnte reale. 

Dopo ciò può conchiodcrsì , che se il punto D cade al di fuo- 
ri della curva la locate incontrerà l’ asse delle ascisse , ed i suoi 
rami seguiranno la direzione di questo asse ; e se D cade al 
vii dentro della curva , la locale , non potendo incontrare 1' asse 
OX , avrà i suoi rami rivolti nel senso dell'asse OY . 

V*. Per iscorgcre se la data curva , e la locale s’incontrino , 
ed in quali punti , giova considerare 1' equaiione della locale 
sotto la forma 

«’ _ | ( tm + a» ) ai ~ ( a — ( )• 

dappoiché presentando il primo membro un’ equazione parifor- 
me a quella della curva data , mostra , che per ogni punto , 
che sia comune alle due curve , il secondo membro di questa 
equazione debba esser ztro .Ma questo secondo membro può di- 
ventar ttro nel solo caso di { ss • ; dunque alla sola ascissa del 
punto D possono corrispondere intersezioni della curva colla 
locale ; ed in conseguenza due iaterseiioni tutt’ al più potranno 
aver luogo. Inoltre risultando da esso T membro, in qualunque 
altro caso, una quantità sempre positiva, eia che si abbia n> f, 
w che si abbia * < t , è chiaro che ad ogni altra ascissa dì- 

• V 


5o 


versa da * debba corrispondere nella locale un’ordinata sempre 
maggiorò della corrispondente ordinata nella data curva . Vale 
a dire , che all’ infuori di quelle due Intersezioni ( se pure haa 
luogo ) , ogni altro punto della locale stari fuori della curva . 
Che perciò quelle due intersezioni saran due contatti . Or tre 
casi posson darsi. 1’. Che 1' ordinata DA cada fuori della cur- 
va , e quindi non la incontri affatto . 2*. Che l' incontri , o 
per dir meglio la tocchi iu un sol punto ; il che avviene quan- 
do la DA si distende sull’ asse OY . 3* . Finalmente che DA 
cada dentro della curva , incontrandola per conseguenza in due 
punti . Nel 1” caso dunque la locale , e la curva non potran- 
no toccarsi affatto (fig. 12, 13, 14, 18, 21) ; nel 2* si tocche- 
ranno nel solo punto 0 ( fig. 22 ) (*) ; e net 3’ si toccheranno 
in due punti , cioè ne’ punti H , H' ( fig. 15 , 16 , 17 , 19 , 
20 ) . Intanto poiché la direzione di DA è la stessa della con- 
giungente de’ punti B , B' , potremo generalmente conchiude- 
re , che : la locale , e la curva data ti toccheranno in due 
punti , in un'o , o non ti toccheranno affatto , teeondochi la 
congiungente de’ dati ptmli B, B' inleruca , tocca , » cade al di 
fuori della data curva. 

Essendo dunque, come vedesi ad evidenza, del tutto acciden- 
tale, e non ueccss&ria la circostanza dedue contatti tra la propo- 
sta curva , e la locale, non sappiamo intendere come l’ illustre 

{*} In questa caso avendosi « = o , 1’ equazione sari priva dell - ul- 
timo termine ed è noto , che, quando ciò si verifica, la curva , cui- 
questa equazione ai appartiene , tocca l - asse delle ordinate nell' origine 
dette asciate .• ' • 
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Pooeelet , abbia potuto cosi corichi udere . . . une autre tv- 
eden conique , touchaut la primiere ( cioè la data curva) en 
deus poinls ; e ciò ripetendosi formalmente ne’ due teoremi , 
che abbiamo fin da principio accennati , ne induce a credere 
clic siffatta circostanza di contatti siesi ritenuta come essen- 
ziale , « necessaria tra la data curva , e la locale ; dappoiché 
noti vedesi altra ragione , che avesse potuto iudurrc a soggio- 
gatila a’ due teoremi , i quali reggon benissimo senza di essa ; 
ina non conoscendo de’ lavori di questo distinto geometra su 
tal proposito , che la sola euunciazioae de due cetmati teore* 
mi , nuli' altro possiamo affermarne. Intanto passeremo ad asse* 
gnare i determinanti per la descrizione effettiva della locale . 

5 . 18. Suppongasi , in primo luogo , che si abbia m = o , 
cioè ehe la curva data sia parabola ( jly. 18 , 19 ) in tal 
caso V equazione (R) riduccndosi a 

P ’u’ — «V — an/(/3’ — an ) — a'n' = o (U) 

dinota un' iperbole , il cui centro è dato dall’ ascissa 



■ 


la qnale si costruisco tirando dal punto D la De parallela al* 
la sua polare pp 5 mentre questa avendo per equazione 

y = t (* + *) 

r 

quella della De ad essa parallela , sarà 


(V) 


5a 


Sarà dunque c il centro dell' iperbole . Inoltre i tuoi astia- 
toti essendo paralleli alle rette delle equazioni 
f3u — ut = so 
/fa + Iti s= o 

il cui prodotto equivale ai primi due termini di (U) , saranno 
paralleli il primo alla (V) , polare del punto D, cioè del punto 
( • , fi ) , 1’ altro alla polare del punto espresso da ( « , — fi). 
Yale a dire un assintolo sarà la stessa De ; e presa Ad =c AD , 
sarà , com' è chiaro , cd 1’ altro assintoto . Assegnato il centro , 
e gli astiatoti dell’ iperbole , rimane a trovarne un punto . A 
tal’ effetto pongasi ( = o nella equazione (U), ti avrà 



e questa espressione indicando il valore , cbe acquista l ’ j nel- 
la (V) , polare di D , quando vi si fa x = o , mostra cbe il 
punto N , in cui la pp incontra 1’ asse OY , sia un ponto del- 
la locale . E si avrà perciò la seguente 

CoMFoaiztoitt. 

fig. 18- Segnata la tangente OY parallela a BB', il diametro AO , 
e la ppN polare di D , ai tagli Ad eguale ad AD . Iodi con- 
dotta De parallela a pp , ai unisca cd . 

L iperbole tra gl’ assinloti cD , cd, e cbe passa per IH , ta- 
ra la locale cercata. 


{*) 11 doppio seguo mostra , che prendendo sull uso OY la ON' s= Off , 
tnehe il punto N' appartenga alla localo. > 
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§. 29. Se il ponto D cade dentro della parabola * , non ri è * ftg. 19. 
bisogno di rilevare il ponto N ; dappoiché la locale , per ciò , 
che si è detto nel o‘.V, passa pe’ punti H , H', ore dippiù 
tocca la parabola data : ma è da notarsi , che in questo ca- 
so 1’ iperbole cade dentro 1’ angolo DcD', dovendo i suoi ra- 
mi essere rivolli nel senso dell' asse dell» ordinate , come si k 
rilevato nel n*. IV. 

J.30. Se nella equazione (U) si faccia u = o , le radici della 
risultante equazione 

n*r + an/( p — xn ) + = o (X) 

corrisponderanno alte ascisse de’ punti S, S' *, vertici di quel * flg. 18. 
diametro della locale , che si distende sull’ asse OX , e sa- 
ranno costruite dalle tangenti DpS , D/>S' condotte alla pa- 
rabola dal punto D ; e ciò si osserva chiaramente mettendo 
questa equazione sotto la forma 

«•(a — 0’ = — 00 

dappoiché , chiamando x' , y' le coordinate del punto , in cui 
una di queste tangenti incontra la curva , e (' 1’ ascissa , che 
taglia sull’ asse OX , la sua equazione essendo 

//="(* + *') (Z) 

nel punto D , si avrò 

h' '="(*+*') 

donde 

£•/• = »’(. + *' )■ 

ossia 

aiu r'0' = /)'(*-}- x' )* 

Inoltre noi punto in cui la tangente (Z) incontra l’ asse OX , 
avendosi 
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1’ ultima equazione diverrà 

— 2 ni'? = «’(* — t' )* 

Questa equazione , e la (Y) non differendo che nelle sole In* 
cognite , debbono avere le stesse radici ; e perciò essendo 
OS , OS' le radici dell' una , lo saranno anche dell' altra ; 
cioè a dire , che i punti S , S' segnali dalle due tangenti D p 
sull'asse OX , corrispondono a’ vertici di quel diametro della 
locale , che si distende sull’ asse medesimo. Potendo dunque 
i vertici S, S' di questo diametro facilmente assegnarsi , quan- 
do il punto D cade fuori della curva , rilevasi aurora per que- 
sto caso la seguente altra 

ConpositiOM e. 

\ 

18 . Tirate da D le tangenti DpS , DpS', e la , si rinven- 
ga OF terza proporzionale dopo OS , ON ; e congiunta S'F, si 
conduca SE parallela ad OF. 

L’ iperbole descrìtta col lato trasverso SS', e col parame- 
tro ES , che la tocchi in S, sarà la locale cercata. 

§. 31 .La composizione riportata più innanzi al §. 28 è al- 
quanto più semplice di quella , che abbiamo ora recata ; ma 
questa è identicamente la stessa , se invece della parabola sia 
data qualunque altra curva a centro , sempre però che il 
punto D cada al di fuori di quest’ ultima curva ( flg. 12 , 
13 , 1Ò , 46 , 21. ) . Ed invero trattando 1’ equazione (R) 
come la ( X ) nel §. 3o , si vedrà , che i vertici di quel 
diametro della locale , che distcndcsi sull’asse OX , corrispon- 
dono sempre a’ punti S , S' segnati su di caso dalle due tan- 
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genti Djj ; inoltre facendovi ( ss o , si ha 


n« 



e vedeei , che questa espressione sia benanche il valore , 
che acquista l ’ y nell’ equazione della polare di D , espres- 
sa da 

Py ss» x( am -f- n ) + un (a) 

quando si fa .r = o ; perciò anche io questo caso il punto N , 
in cui la pp incontra 1' asse OY , è un punto della curva . La- 
onde , qualunque sia la curva data , purché il punto D ca- 
da al di fuori di essa , avrassi la seguente 

CoMfosizfone 

Trovala OF terza proporzionale dopo OS, ON, si congiunga * fìg. 13. 
S'F , e conducasi SE parallela ad OF - Sarà SS' il lato 
trasverso della locale , ed SE , tangente in S , ne sarà il para- 
metro . 

Questa locale poi , per ciò che si è detto nel n.* HI sarà i- 
perbole , o ellisse a misura che sia DA minore , o maggiore 
di CQ , se la data curva è ellisse ; ed iperbole , se la cur- 
va data sia iperbole . Che se DA sia eguale a CQ * , sva- * flg. 14. 
pendo il punto S' , la locale sarà parabola ; ed in tal caso la 
FE risulterà parallela ad OS, 

5 . 32. Questa composizione non regge se il punto D cade 
dentro della data curva ; ma in tal caso si rifletta , che doven- 
do esser toccata dalla locale ne’ punti H , H' ( fìg- 17, 20 ), 
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come si è veduto nel n.’ V, queste due curve avranno ivi co- 
muni le tangenti HR , II'R . Quindi essendo sempre N un 
punto della locale , sarà sufficiente un’ altro punto per poterla 

2n 

descrivere . Per trovarlo nell'equazione (R) pongasi t = — — j 


siffatta posizione la ridurrà ad 

t »’( «m -f- in )* 


/S '«* 


donde 


n( *m - f- ait ) 

%l sa . i ■ .... 

firn 

espressione equivalente al valore dell’/ nella («) polare di (D) 
2n 

pel caso di x = 00'. In conseguenza il punto M , 


in cui la pp incontra la tangente O'M è un altro punto del- 
la locale . Quindi si avrà la seguente 


CoMrositio/rt. 


fìg. 17. Si segni la pp polare di D , che incontri in N , M le 
due tangenti tirate alla data curva parallele a BB' , e si ap- 
plichi al punto H la tangente HR . 

L’ iperbole , che passando per N , M, tocca in H la HR , 
sarà la locale cercala . 


§. 33. Se vogliasi il centro della locale esso sarà dato dal- 
1’ ascissa 

/S’ — an ' 

* 5B — H — 

m/3- + «.' 

Per costruirla porremo questa espressione sotto la forma 
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mfi* 4- h* nx 

nfi fi P 

ed or si Tede , che questa x sia I’ ascissa del punto d' incon- 
tro di due rette date per le equazioni 


mfi' -f n' 

y n - 

(A) 

nx 

' = 7 

« 


A costruire la prima di queste rette , si ponga nella sua e- 
quazione x = o , e risultando y as fi , si ravvisa , eh’ essa ta- 
glia sull' asse OY la parte OT = fi = AD ; che però T ne sarà fit y 17. 

un punto : e per trovarne un’ altro ai faccia x = — — : 

m 

risulterà così v s= — — 

J mfi 

che dinota il valore di y nella (a) , polare di D , pel caso 

di x = — — . Segue da ciò , che il punto K , in cui la 

pp incontra CQ , semidiametro conjugato ad OC , sia un altro 

punto della retta (A), la quale sarà perciò rappresentata dal- 
la KT . La (c) indica poi evidentemente la parallela condotta 
per N ad OX . Adunque per assegnare il centro si taglierà 
OT ss AD , si coogiungerà TK , e condotta NG parallela ad 
OX , ti porterà la NG da 0 in e ; sarà c il centro della In- 
stale (*) . '• * 

f) Il centro (tetta tarate può più facilmente assegnarsi quando 1 
jaiato D cade al di fuori detta curva , dappjiehè esso trovasi in quo- 
ti 
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fig. 12. §. 34. Se , dopo aver ottenuto il centro , sì voi e* «ero ««so- 

gnare gli assintoli della locale , ove ne abbia , il che ne facilita 
la descrizione , baste ri ricercare in quai casi le tangenti nello 
estremità del lato libero del triangolo VV'Y'" possono divenir 
parallele , dappoiché gli assintoli saranno appunto a queste tan- 
genti paralleli (*) . Or egli è chiaro , che , per la circostanza 
suddetta, sia necessario, che il lato libero VV' prenda tal sito, 
da risultar diametro della curva ; ed è poi manifesto aver ciò 
luogo quando il lato V'V'" assoggettato a passare pel dato pun- 
to D , sia parallelo ad OX . 

Tirata adunque la secante DV'V"' parallela ad OX , uno de- 
gli assintoli sarà parallelo alla tangente in V' . E poiché con- 
dotta la corda V'v parallela a VV'", risulta il triangolo vV'V"* 
fornito delle stesse condizioni del triangolo VV'V'" , 1’ altro 
assintoto sarà parallelo alla tangente in V"' . Che se la paral- 
lela condotta pel punto D ad OX non interseca la curva , gli 
assintoli non avranno luogo , e la locale sarà ellisse , come è 
stato già diversamente rilevato al <j. 27 n.* 1(1. E quante volta 
V incontrasse in un sol punto , toccandola ( fig. 14 ), la locala 
sarà parabola , 


sto caso , come ben si comprende , nel punto medio della SS' , ( fa. 
lì. 13. 15. IS , 18 , SI. ) , eh' è lt porzione iaterpoeia sul diame- 
tro OO' tra le due tangenti Dj» . Ma «e il punto D esista dentro del- 
la curva f fa. 17. ). mancando le Ungenti , il centro della locale una 
può egualmente ottenersi , e converrà allora aasegnarlo come ai é qui 
aopra indicato. 

(*) Si vegga nella noatra memoria aulte polari eonìckt nciprothr ig 
norma dau per aiaegoare gli «asintoti ddl iperbole . 
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5- 35. Avendo compiutamente esaminata la natura , il cono, 
« le affezioni della locale , di cui ci siamo occupati, relative al- 
la curva proposta, conviene che si noti un caso , che merita 
particolare attenzione , ed è quando si abbia j9 = o , o che vai 
lo stesso, quando il ponte D cada in A . In tal caso la (A) si 

ridurrà ad «■(<’+*' — 2 %l ) me o 

ossia a ( t — « )* = o 

d’ onde r = * » 

Vale a dire , che in tal caso la locale finisce di essere una 
curva , e si riduce ad una Tetta , eh’ 0 la stessa BB' . Ma 
quando si ha fi ss o , ti i visto al §. 6. , che i due ponti B , B' 
son tali , che la polare dell’ uno passa per I' altro ; potrà dun- 
que da dò ricavarsi il seguente 

Tmiifi 9 * 

Se due tali di un triangola variatile iterino in una curva ca- 
rnea circolino cotlantemi nte intorno a due punti tali , che la po- 
lare dell’ uno patti per f altro ; H luogo del concorso delle tan- 
genti nelle estremità del lato Utero tara la congiungente de' pun- 
ti medesimi . 

5- 36. Essendo inoltre evidente , che debba in questo caso il 
lato libero passare anch’ esso per un dato punto, polo di quella 
ce ngi ungente , si avrà l’ altro 



6o 


T m o * * m à 10.’ 

• O 

Se due lati di un triangolo variabile iscritto in una corca co - 
nica circolino costantemente intorno a due punti tali , che la po- 
lare deir uno passi per i altro ; il lato libero passerà anchì esso 
per un dato punto , polo della congiungente de due punti dati . 

§. 37. Se sì proponesse d’ iscrivere un triangolo , i coi lati 
passar dovessero per tre punti cosiffattamente condizionati , 
il problema sarebbe evidentemente indeterminato ; il che fu- 
rilevato la prima volta sul cerchio dall' egregio prof. Scorza , 
nella soluzione da lui data di questo problema fin da' tempi 
della pubblicazione degli Opuscoli della scuola del Fergola, 
seguita nel 181 0, 

Assoluta la ricerca pel caso del triangolo , passeremo ad oc> 
dipan i della quislioue generale , proponendoci il segueole 

P a o » i c * a IV. 

Pi/. 23. §. 38. Un poligono variabile sia iscritto in una curva conica 

con tal legge , che tuli’ i suoi lati , alt infuori di un solo , pas- 
sino per punti dati ; si cerca il luogo del concorso delle tangen- 
ti nelle estremità del lato libero . 

Suppongasi, per poco, che il poligono sia un quadrilatero, e 
rappresentandolo con , siane VV' il lato libero, e 

gli altri tre lati W'", V"V' passino respetti vanente 

pt’ dati punti B , B', B" . Ciò posto , ai prendan per assi qua- 
lunque diametro , e la tangente al sno vertice , talché la cur- 
va possa essere rappresentata, come per lo innanzi, dall' equa- 
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zione generale y‘ = mx' -f " '• * ' (A.)' 

« ù assumano le seguenti indicazioni 

( V (‘ »• ) 

Pe vertici ) V ' ( ~ > v> ) 

[ V"'( , i/” ) 

Finalmente il punto di concorso delle tangenti nelle estremità 
del lato libero VV' »ia dinotato con ( t , u ) j 1’ equazione di 
questo lato sarà per tal modo 

yu = j ( tm + n ) + tn (B) 

e quelle degli altri lati VV'", V'^V-'i, V"V' saranno 
e _ ✓" , 

y ~ ” - ( * - 1 ) 


( B(a ,b ) 
Pt punti ( B' ( a' ,6' ) 
( B"( a" , b" ) 



( * - ) 



Passando dunque questi Iati per B , B' , B" si arranno dalle 
loro equazioni le seguenti 

b (r — a" 0 — a (v — v'") = z S 1 ' — y 

k'(z"’— z") — a' (✓"— y" ) = — ✓"*" 

*"(*" — z' ) - a" (e" — e' ) « *'V _ „'V 

Or pongasi • . . 



v za rz , e" tai r"s" 

✓ = »V ‘ F ,j/ r= p"z' n 




\ 
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« come che regge per (A.) f equazione 

e* = mi' + Itu 

combinandola eoa «an, si avrò 


r* — m i 

e similmente ti rileverebbe 
M 


*" = jr. 


in 


> n 

r r "‘ — ~i 


r* — m 

• 

/* — m 
inr" 

: r"‘ —m 




Colle sostituzione di questi valori odio Ire equazioni (C) , esse 
diverranno , dopo le convenevoli riduzioni , 

b ( r + r "') — « ( ■ + rr "') “ “ ) 

V ( /')_«'(* + »"V') = »» 1 

*»( r " + r' ) — «"( » + r'V ) = » 

Intento si osservi , che se vi fossero piU Isti , e più P»*> 
deli , si avrebbero eltrettente «pialloni , tutte delle stesse 
forme delle precedenti , ve! quanto dire ciascuna contenente 
dee sole indeterminate e primo grado . Quindi qualunque s.» 
,1 numero di queste equazioni , e però qualuqÉmil numero 
de’ lati del poligono , 1’ eliminata nelle sole indeterminate r , r\ 
che coariapondono elle estremiti del lato libero , dovrò sem- 
pre risultar dell* forme , 

ÀrZ + Br-fCr + D=ss <J) 
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E poiché ilirs - , r' = — 7 , I’ ultima equazione diverti 

Api»' -}- Boa' + Co'z -f Dzz' ss o (G) 

Or dalle espressioni delle coordinate de' punti di contatto in 
funzione delle coordinale del puuto di concorso delle tangen- 
ti , rilevate al §. 18 , deducendosi 

, n’tl tm 4- an ) , n'C 

m = . , a =z ■ - 

q' — inu' q' — ««» 

, n’»( a — s ) , »’<( 

VX C= 1 i. |/a ss — ì — - 

— aw* — mu‘ 

sostituendo queste espressioni nella equazione ( G) , tolto il 

fattor comune . * ' — ■ , essa si ridurrà ad 
q‘ — mu‘ 7 

S(tm 2s) -f Bt «j- u(B *1* C) — B — C ) 
e restituendo ad t il suo valore si avrà in fine 

(à(<i»+2*)+Dì+u(B+C)^’= + 2n)^(B— C)‘ (H) 

equazione ad una linea del 2.* ordine ; da che risulta il se- 
guente 

Te ohm m j H.\ 

Se tuli i lati di un poligono variabile iterino in una curva 
tonica circolino , alt infuori di uno , intorno a punti dati ; il 
luogo del concorso delle tangenti nelle estremità del lato libero 
sarà un altra curva conica . 



H 


Dall» Dot» del §. 19. si dedurrà poi l’altro 
Trottai 11.'. 

Se luti' i vertici di un polìgono variabile circoscritto ad una 
curva contea percorrano , aW infuori di un solo , rette date 
di sito ; il vertice libero percorrerà anch' etto un altra curva 
conica. 

E per la teorica delle polari reciproche si avrà finalmente 
T t o e e a à 43.' 

Se tuli' i liti di un poligono variabile iscritto in una curva 
conica circolino , all ’ infuori di uno , intorno a' punti dati ; il 
lato libero tarò nel tuo movimento continuamente tangente ad un’ 
altra curva conica. 

§. 39. Che se i punti dati sieno per dritto , prendendo per 
asse delle j la tangente parallela alla linea su cui si trovano 
questi punti , essi avranno comune 1' ascissa , e le equazioni 
(E) diverranno in conseguenza 

b ( r -J- r'") — arr " — am -f- In 
*'(/" + r") — ar"’r"=. am + In 
b" ( r' + r' ) — or r = am -f- In 

èd altre equazioni di siroil forma si avrebbero se i punti dati 
fossero m numero maggiore. Per tanto , ove ai tratti del qua- 
drilatero , converrà rilevare 1‘ eliminala i ir, / dalle tra »»- 
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praddette equazioni , ed effettuando il calcolo , ai troverà , scri- 
vendo per brevità p io luogo di (am -f. 2 n) , 

+ ( **' — M" — ò'i" —pa ) ar / 

-f- ( pah — pah' -J. pai" — Wb" ) r 
-4- ( pai — pai' -j- pai" — bb'b" ) / 

+ ( bb' — bi" + b'b" —pa)p 

equazione , che , come vedesi , può ridursi alla forma 
Aarr' -J- Br -f- Br* Ap sa o 

Paragonando i coefficienti dei termini di quest’ ultima equazio- 
ne con quelli della (F) , risulterà 

A = A a , B = C, D = Ap 
Quindi 1 equazione (H) si trasformerà nell’ altra 
A a (im -f- 2 h) -f p\i -p 2 Bu = o 
owero , restituendo a p il suo valore (am -f 2n) , i 0 questa 

Ao (lm + 2n) + A t (am + 2n) -f 2Bu = o ( I ) 
eh’ è ad una retta . E perciò : se tre lati di un quadrilatero 
iscritto in una curva conica circolino intorno a tre punti dati 
in Unta retta ; il luogo del concorso delle tangenti nelle estre- 
mità del lato libero è una retta data di sito . Or nella ( I ) f ac _ 

Ciaai urto, S» avrà !=_ -£j_ ; I. qua l e espressione 

dinotando il valore, che acquista la x nelle equazioni delle pola- 
ri de’ tre punti dati (*), allorché in esse la j diviene zero, ne se- 

C) Le equuioni delie polsri de’ tre punti daU , per esser questi ia lm* 
Mila , se no yb = x ( am -f- n ) 4. «* 

yV z=x( a m-{-n)^. aH 
Hb" =s * ( am -f n ^ -j- «n 

9 
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gue , che la retta (I) debba passare pel punto in cui a’ incontra- 
no le polari medesime , cioè pel polo della retta , che li con- 
tiene. Ma queste conseguenze non sono particolari al caso del 
quadrilatero , cioè quando i punti dati sono al numero di tre ; 
esse verilìcansi generalmente , sempre che i punti dati , essen- 
do situati per dritto , le equazioni (E) sieuo in mirerò im- 
pari ; il che esige , che il numero dei ponti dati sia impari , e 
quindi parilatero il poligono . Da che deducesi il seguente 

T e o k e m a 14* 

St tuli' i lati di ua poligono parilatero iterino in una curva 
tonica , circolino , alt infuori di uno , intorno a punti rituali 
in Unta retta ; il lato Ubero patterà anch’ etto per un dato pun- 
to , situato per dritto cogli altri (*) . 

E la nota del §. 19 somministrerh 1' altro 
T e o n e m a i5* 

Se tuli' » vertici di un poligono parilatero circoscritto ad una 
curva conica percorrano , all' infuori di uno , rette date di ri- 
to , che t' intersecano in un medesimo punto ; il vertice Ubero per- 
correrà anch' esso una retta data di rito, polare di questo punto. 


E quando in esse la y diviene zero , ciascuna della x si (a eguale a 

; il che mostra eziandio , che queste polari s'intersecano in ai) 

medesimo punto , polo della retta , che pam pe’ toro poli . 

(*] Questo teorema limitato al caso speciale del quadrilatero riproduce il 
l bel teorema dovuto al nostro Flauti ( F. S- nj. 
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5- 40. Questi due teoremi possono assai meglio rilevarsi geo- 
metrica mente nel seguente modo . 

Sia , per esempio PQRSTU un esagono variabile iscritto in 
una curva conica, i cui cinque lati PQ , QR , RS, ST , TU cir- 
colino intorno a’ cinque punti A , B , C , D , E , dati in linea 
retta. E poiché da punti A , B sono inflesse alla curva le AQP, 
BQR , se conducasi la corda PK parallela ad AB , la KR vi 
segnerà un dato ponto li ( teor. 1 . ). Di nuovo per ragion del- 
le inflesse HRK , CRS , la PS vi segnerà 1’ altro dato punto 
H' . Così perle inflesse H'SP, DST , la TK vi segnerà il dato 
punto H" ; e finalmente a causa delle inflesse II"TK , ETU , 
la corda PU, lato libero dell’ esagono iscritto PQRSTU , dovrà 
passare per un dato punto H'", situato sulla retta, che contiene 
i cinque ponti A , B , C , D , E . 

Lo stesso ragionamento varrà per qualunque altro poligono i- 
scrilto parilatcro, i cui lati sieno assoggettati, all’iofuori di uno, 
a circolare intorno a punti situati per dritto ; e dalla nota del 
$.19 raccogliesi poi immediatamente come ne dipenda illeor.ló. 

$. 41. Per render compiuto in tutte le sue parti 1’ esame del 
•probi. IV , rimarrebbe a dedurre dall’ equazione (H) la natura, 
le affezioni, ed il corso delta locale a riguardo della data curva, 
ed assegnarne i determinanti per 1’ effettivo descrizione ; ma 
fortunatamente pel teorema del Flauti di sopra accennato, qua- 
lunque siesi il poligono, e quindi qualunque il numero dei punti 
dati , questa ricerca può sempre ricondursi al semplice caso del 
triangolo ; e questo caso essendo stato già compiutamente di- 
scusso , non ci rota , ebe a mostrare io qual modo cosiffatta 
riduzione abbia luogo . Del che eccooe succinta esposizione- 


</. 14 . 


\ 
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flg. 95. 


h- 2 «- 

/ 


Pel QDJBRItJTEKO 

ostia per Ire punti dati B , B' , B" . 

Sia VV' il lato libero di un quadrilatero variabile VUTY' , 
iscritto iu una data curva conica , i cui Ire lati VU, UT, TV' 
circolino respcllivamente intorno a' tre punti dati B , B' , B". 
Si uniscano due qualunque tra essi per la BB' , che incontri in 
G la pp , polare del terzo punto B" ; e tirisi la CTQ . Or es- 
sendosi da’ due punti dati C , B inflesse le CTQ , BUV , poi- 
ché la UT , che unisce due delle sezioni , passa pel dato pun- 
to B', situato sulla BC , la VQ , congiungente delle altre due 
sezioni , passerà per un dato punto D , situato sulla stessa BC 
( leor. 4. ) . Ma i due punti C , B" sono tali , che la polare 
dell’ uno passa per 1’ altro ; adunque la QV' dovrà passare pel 
dato punto P, polo di B"C ( tcor.3. ) . E però VV', lato libero 
del quadrilatero VUTV', sarà benanche lato libero del triangoli) 
VQV', i cui lati VQ , V'Q passano pe’ due dati punti D , P , 

Pei rtNTicono 

ossia per quattro punti dati B , B', B", B"'. 

Sia sempre W' lato libero di un pentagono VXUTV' , 
scritto in una curva conica , i cui rimanenti quattro lati cir» 
colino respettivamente intorno a’ dati punti B , B', B", B'". S» 
uni. scaso i dati punti due a due , e le congiungeoti BB' , B 'B'" 
s incontrino in C, d’onde si conduca la CUQ. È chiaro che con- 
giungcndo le QV, QV', debbano queste incontrare le CB, CB'" 
iu due dati punti D , D' ( teor.4. )(");« però VV', lato libero 

(•) Essendosi condotta dal dato punto C la CUQ , e congiunte lé QY , 
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del pentagono VXUTV'. sari benanche lato libero del risultante 
triangolo VQV' , i cui lati VQ , V'Q passano reipetti raman- 
te pe’ dati punti D , D' . 

Senza dunque procedere piti oltre , si Tede chiaro , che , 
qualunque sia il numero de' dati punti , va sempre ridotto il 
caso generale al caso del triangolo , osservando solo , che 
quando il numero di que’ punti sia impari , cioè parilatero il 
poligono , convenga introdurre la polare del primo , o del* 
l’ ultimo ; il che più non ricbiedesi se il numero de' punti dati 
aia pari . 

£ si ravvisa in fine, che tutte le affezioni dichiarate inuanzi tra 
la locale e la curva, pel semplice caso del triangolo , debbono 
egualmente aver luogo nel caso generale ; cosicché desse potran* 
no toccarsi in due punti , in uno , o non toccarsi affatto ; c po- 
trà talora la locale addivenire anche una retta , 

42. Il problema del quale ci siamo occupati finora, condu- 
ce per analogia a trattarne un altro non meno specioso , nè men 
fecondo di verità geometriche, cbe sembrandoci del tutto nuovo, 
o al manco non conoscendo che altri siesene finora occupato, cre- 
diamo di far cosa non iograta agli amatori della scienza , offren- 
do loro quest’ altra ricerca , che mena a risultamenli ollremo- 
do singolari , e degni di tutta la considerazioue de geometri . 


QV 7 , vengono a risultare due quadrilateri iscritti QUXV.QUTV'.E poiché 
i tre lati del primo. QU , UX , XV passano pé tre punii dati in linea retta 
£ . B . B' , il quarto QV paasorà pel dato punto D , situato sulla stessa ret- 
ta { ir or. i. ) ; e per la stessa ragione QV 7 passerà pel dato punto P 7 , ir 
Usato par dritto co' tre punti C ■ B" > 9'" • 
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PnOzLMMA V. 

fiy. 27. Due lati di un triangolo variabile iscritto in una curva co- 
nica ti mantengano costantemente paralleli a due rette date di si- 
to ; si cerca il luogo geometrico del concorso delle tangenti nel- 
le estremità del lato libero. 

Soi. Si# VV’ il lato libero di un triangolo VV'Y" iscritto 
colla proposta condizione in una curva dell’ equazione 
y' — mx' -f 2 nx 

riferita a due assi, un de’ quali sia qualunque diametro, e 1’ al- 
tro la tangente nel vertice di questo (*) . Chiamando t , u le 
coordinate del punto U , concorso delle tangenti in V , V' , 1’ 
equazione del lato libero VV' sarà 

yu = x (tm -f n) -f- tn 

e dinotando al solilo le estremità di questo lato con ( z , v ) , 
( z , t)' ) , si avranno le due equazioni 

ut) = z (tm -J- ii) -f- tn 

ut / =s a' (tm -p n) -|- In 
Inoltre esprimendo con f , f ‘ i rapporti , che determinano la 
inclinazioni degli altri due lati coll’ asse delle ascisse , questi 
avranno respettivamente per equazioni 

y — v r=? (x — z ) 

y — v' = <f>’(x— z' ) 

indicando dunque con z" , v' le coordinate del vertice da essi 

(*) Tra poco si vedrà per qual ragione non diamo agli alai un sita 
più convenientemente determinato . 
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compreso , si avrà 

*" -✓ = ?'( »"-*') | (B') 

Finalmente esistendo sulla corra i tre punti V , V' , V", si 
avranno per essi le tre equazioni 

v‘ ss ma’ + 2nz 
t/* = ma'’ + 2nz' 
t>"* = ma"’ + 2na" 

Or le sette equazioni (A) , (B) , (C) contengono tutte le con- 
dizioni del problema , e conviene da esse rilevare un’ equazio- 
ne solamente in t, u , che sarà quella del luogo geometrico cer- 
cato ; ed a tal’ uopo , senza perder di vista lo scopo , che ab- 
biamo sempre avuto di esaminare i risultandoti , che possono 
Ottenersi per diverse yie , procederemo all’ eliminazione delle 
coordinate dei tre vertici V , V' , V", seguendo dapprima lo 
stesso metodo tenuto al §. 2. Ma per rilevare le espressioni 
delle coordinate del punto ( v" , s" ) in fuuzione tanto delle 
coordinate del punto ( a, t> ), che di quelle del punto ( z', v' ), 
additeremo ancora un altra via. 

Sottraggasi ( C ) da ( C") , e nella differenza 

(e" + v) (v"~ t) = m a’) + 2n (?"— z) 

sostituiscasi al fattore (»" — v) 1’ espressione <p (i — : ), che 
si ha da (B) ; risulterà l’ equazione 

f(z” — i) (e" + 0 = *» (•*"’ —*’).+ (i"~* ) 


(C) 

(C') 

(C") 
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che , divisa pel fattore (z" — s) , diverri 

$ («j"+ « ) = ni ( s"+ 2 ) + 2« (D ) 

Nel modo stesso , sottraendo (C’) da (C") , si atterri col 
mezzo della (B') 

(*"+ «0 = m ( s"+ 2 ' ) + 2n (D') 

Avendosi in tal guisa le quattro equazioni (B) , (B') , (D) , 
(D') , nelle quali le v" , a" trovansi solamente a primo grado , 
potranno queste esserne facilmente eliminate. Di fatti eliminan- 
do la v" prima tra (B ) , (D) , e poscia tra ( B') , ( D' ) , si 
arri per primo risultamento ’ 

./» _ 1 ( ?' — m ) — + 2 » 

* r — m / 

) (E) 

„ , „ A a" — m ) — 2®V + 2» l ' 

e iter 1 altro a" = -li > \ 

r $'• — m ) 

c da ciò 1’ equazione 

i ( — m ) — ìf v + sn — m ) — afr V -f- tu 

— m <f >"' — m 

che , sviluppata , potrà ordinarsi nel seguente modo 

( «• - f )(*_»')+( r - f )(*»(*+0+«*) ) _ 


— af f ) •— am ( — f V j J 

Sostituendo ora a z , z' } v , v' i valori assegnati per esse nel 
tj. 18 in funzioni delle coordinate delpunlo(f , u ) , si arrt , 
dopo le convenienti riduzioni , la seguente equazione 
( m % — ) us + ( <p* — f '» ) nq \ 
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le quale potrà mettersi sotto quest’ altra forma 

■»("» — ??') “ (“ + + " (f — ? ') 1 ( t + 9' ) |_ 4 

— *(<" — ??>')? (♦!+?')“ "(f— $0“( m + $ìO > 


e quindi ridursi ad 


(*(■,— *t*) — — ?0 )(«('"+??')- **+*')) 

| « o (F ) 

Questo risultameoto offre due relazioni , cioè 


«(«— ffT) — 1.(9 — f ) =, 0 

(G) 


(H) 


la prima delle quali dinota una sezione conica, a causa del radi- 
cale a ; V altra una retta . E la retta , e la curva soddisfaran- 
no quindi al problem a ; e ben a’ intende che ciò debba verifi- 
carsi sotto diverso aspetto , che non potrebbero ad un caso 
’ identico appropriarsi contemporaneamente due linee si diverse 
tra loro. Ma questa circostanza ci riconduce nello stesso scoglio 
della prima soluzione del prob. 11° ( tj. 19 e 20 ) ; vai quanto 
dire di non poter discemere quale delle due linee convenga ri- 
tenere nel senso preciso del problema. Per tanto mettendo a 
profitto le considerazioni che allora ci fecero ravvisare i due 
casi che dsvan luogo ad uu duplice risultameoto , potremo an- 
che ora riconoscere il motivo della comparsa delle due relazio- 
ni (G) , (H) . 

§. 43. In fatti dal vertice V'' del triangolo W'V" s’ in- flg. 28. 
tenda condotta la corda V"V'" ordinata all’ asse OX , e , 
congiunta la VV"'; si presenterà per tal modo a risolvere l’ al- 
tro problema di : trovare il luogo del punto V , concorto delle 

tangenti nelle estremità della corda VV, lato Utero del quadri - 

10 
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ì altro variabile VV'V"V > '\ iscritto in una curva conica con tal 
legge che i suoi rimanenti tre lati sien paralleli a tre rei te date di 
sito (*) ; ed è chiaro che per risolverlo possa seguirsi identi- 
camente l' analisi esposta nel problema del §. precedente. E poi- 

{*) Questo problema . e la seguente illazione discendono dal problema 
proposto , in quanto che nell' analisi recata per caso il sito degli assi è arbi- 
trario : ma se gli assi avessero potuto fin da principio sceglierai in modo 
da convenire esclusivamente al caso del triangolo , la soluzione non po- 
trebbe più applicarsi al caso del quadrilatero ; od in conseguenza non 
potrebbero peppur figurare ne' risultamenti entrambe le reiasioni (G) , 
(II) . dovendo il calcolo condurre a quella sola , che conviene al primo ca- 
so, cioè a dire non dovrà incontrarsi il fattore, che compete all' altro , 
Una scelta più conveniente degli usi nell' attuai problema ai prò, 
senta invero naturalmente ( ma senza che se ne vegga la ragione- 
volezza ) a chiunque ne tenti la soluzione [ dappoiché non eiitereb- 
fg. SS. be a valersi a tal uopo del diametro OX , che passa po’ punti medi 
di uno de' due lati del triangolo paralleli alle retto dato di aito . e 
della tangente nel suo vertice ; e ciò basta perchè la soluzione non 
sia più applicabile al caso del quadrilatero . In fatti , ritenendo pé pun- 
ti V , V' le indicazioni qui sopra assunte, le coordinato del vertice 
V" saranno z , — e ; ed essendo 

y — ( ar ) 

1 equazione del lato VT', nel punto V" si avrà 

— z >) 

nè altro rimane a tarsi , che sostituir quivi io luogo di s , r' , » , 
le corrispondenti espressioni del §. 18, Il che eseguendo si ottiene ita? 
mediatamente 

— 2m*u = Skp'nt u . . 

■ 

ciò* a s= — — , 

* 
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citi ì due punti V", V"' hanno comune V ascissa , esprimen- 
do tuttavia con ?> , l f' i rapporti , che determinano le inclina- 
zioni delle corde W " , coll’ asse OX , si otterrà per 

quest’ultimo problema un risullainento identico ad (F); e quindi 
le stesse due relazioni (G), (H), che varranno entrambe a risol- 
verlo . Ecco dunque un problema cui , al par del primo , 
soddisfano una retta , ed una curva ; e poiché queste liuee 
ne’ due problemi , ben diversi tra loro , sono rappresentale da 
identiche equazioni, ne risulta ehe una delle linee dee corrispon- 
dere al primo problema , cioè al caso del triangolo ; 1’ altra al 
secondo , cioè al caso del quadrilatero . Ma quale delle due li- 
nee risolverà spezialmente ciascuno di questi due problemi ì 
Non essendo valevoli le considerazioni analitiche a deciferare di- 
rettamente siffatta ambiguità , ci limiteremo per ora a semplice- 
mente asserire cosrispondcrsi la curva all* coso, la retta al 2’; 


« , restituendo ad i U suo valore , risulterà in line 

n* 

«•’ — t { (m -J- 2» ) — 

equazione ad una lioea di 2° ordine ■ come sopra si è rinvenuto . Qui 
dunque il sito degli assi è stato valevole a render particolare la solu- 
zione del problema pel caso preciso del triangolo . Ma non è sempre in 
questo modo ebe può riescire di ottenere un tale intento , come in Catti 
avviene pei quadrilatero , ove non ostante , che il sito degli assi si 
vegga fissato come sembra il più opportuno , pur tuttavolta la soluzione 
porta seco anche i risullamenti , clic appartengono al triangolo . Vedre- 
mo più innanzi come posaa scansarsi cosiffatto inconveniente ; avverti- 
remo però da ora iu generale , che solamente un lungo esercizio , e la 
soda conoscenza della Geometria degli antichi possono far sormontare 
«11 1 analista gl’ impacci , in cui suol trarre il metodo puro delle coordinate. 
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riserbandoci indi a poco di prorarlo in altra guisa . E ritenen- 
do per rero un tale assunto , passeremo ad esaminare le due re- 
lazioni (Cì) , (H) . 

$. 44. La prima di esse , restituendo ad s il suo valore 

V( “■ - * c -f 2n , diviene 
+2 ») = «’( 

equazione , che paragonata con quella della curva proposta , 
y' — x { xm -f 2» ) = e 

mostra , che le curve rappresentate da queste due equazioni 
sieno simili , similmente poste , « concentriche ; da che de- 
ducesi il seguente 

T I o a E M * 16' 

Se un triangolo variabile ria iscritto in una curva conica con 
tal legge , che due dei suoi lati ti mantengan sempre parai- 
teli a due rette date di sito ; il luogo del concorso delle tan- 
genti nelle estremità del lato libero sarà una curva conica simi- 
le , similmente posta , e concentrica alla prima. 

E da questo teorema ricavasi poi facilmente 1’ altro 

• Te ottime IT' 

Se due lati di un triangolo variabile iscritto in una curva cci 
vira si mantengan sempre paralleli a due rette date di sito ; il 
lato libera sarà continuamente tangente ad un' altra curva come» 
simile , similmente posta , e concentrica alla prima. 
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$.45. Dalla seconda relazione, ctoi da (H) , col sostituirri in 
luogo di q il ano valore (tm -f n) , si ottiene 1’ equazione 

«(»» +M' ) = (<’» + ")(? + f ) . (I) 

che , come vedesi , esprime ona retta . Facendovi u = o, risulta 
tm -f n = o 

d’ onde t «ss — 

«i» 

la quale espressione , dinotando l’ ascissa dal centro , fa cono- 
scere , che la retta ( I ) sia un diametro della curva ; e si ha 
perciò il seguente 

T s o a s m à 18.’ 

Se tre lati di un quadrilatero variabile iscritto in una curva co - 
tuco ti mantcngan tempre paralleli a tre rette date di rito; il con- 
corso delle tangenti nelle estremità del lato libero sarà una retta 
data di sito , diametro della curva , 

£ per assegnare un tal diametro basterò iscrivere nella curva 
un qualunque quadrilatero , che abbia tre lati paralleli alle tra 
rette date di sito : il diametro condotto pel punto medio del 
quarto lato sarò la locale cercata . 

Da quest’ ultimo teorema^deducesi il seguente altro 

T p o *B m a 19* 

Se tre lati di un quadrilatero variabile iscritto in ttna curva co- 
nica si mantengan sempre paralleli a tre sette date di sito ; il lato 
libero saia ancor esso parallelo ad una retta data di sito , eh’ è il 
diametro conjugato a quello , che passa pel suo punto di meno, 


i 



§. 46. La soluzione algebrica del problema , che dì luogo a’ 
due precedenti teoremi , sari sempre scabrosa ore non si ricorra 
a particolari artifizj di analisi . Pur tultavolta essi rimarranno 
più agevolmente dimostrati , se , togliendo di mezzo l’ idea di 
locale , si trasmuti la qaistione nel seguente 

Pmobliuà VI. 

Iscriver? in una data curva conica un quadrilatero , t cui lati 
sicn paralleli a quattro rette date di sito . 

Sol. Si prendano per assi il diametro , che passa pe' punti 
medj delle corde parallele a qual si sia de' quattro lati , per e- 
sempio a VV'", e la tangente nel suo vertice . Si dinotino con 
q , , i f <£)", i rapporti , che determinano le inclinazioni degli 
altri tre lati VV', V'V", V"V'" coll’ asse delle ascisse ; s’ in- 
dichino con ( t , v ) , ( a', v' ) , ( s", ti'' ) i tre punti V , V', 
V" ; il quarto V'" sarà espresso da ( s , — t) ) . E dopo ciò , 
la curva , ed i tre lati avendo respettivameute per equazioni 
y' — mi' -f 2nx 

y —■«’=? (* — * ) ' 
y — v = V ( * — *' ) 

y — «"= $>"(* — z") 

poiché 1’ ultimo di questi lati passa pel punto V'", cioè pel 
punto ( a , — v ) , si avranno per la risoluzione del problema 
le seguenti equazioni 

t»' — «=$(«' — a ) (K ) 

t>" — v' = f ’ ( a" — a' ) (K' ) 

— u — v"s=?>"(a — a") (K") 
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*>’ = ma’ -f Inz 

) 

ti'* = ma'* -f- 2nj' 

(L') 

t>"’= ma"’ -f 2«a" 

(L") 


dalle quali contiene ricavare un’ eliminala ad una incognita , o 
tutto al più a due incognite coordinate . 

A tal effetto somminsi (K) con (K') , e poi ai moltiplichino 
i due membri del risultamento 

«" — u = f (V — a) + V ( a" - a' ) 
per i due membri di (K") respetlivamenle ; ai avrà dopo ciò , 
in virtù di (L) , ed (L' ) , 

”•(*+=")+ 2« = f * ) -f ?' (*"—*')) (M) 

Nel modo atesso aggregando (K') con (K") , e moltiplicando il 
risultamento per (K) , si avrà , col mezzo di (L) , e di (I/) 

m ( r' + a ) + 2n = ? (<?'(*'—*") + *"(»"—* )) (N) 

Sottraendo ora (N) da (M) , la differenza 
m (a— a" ) = 9 W— i") — *?'(*' — O — 
per le convenevoli riduzioni diverrà 

-I ,rr t 

m = 9 9 i — 9? — 9r 

relazione , in cui non figura alcuna incognita . Bisulta da ciò , 
che il problema proposto sia più che determinato ; e quindi il 
sito del quarto lato del quadrilatero dipenderà da quello degli 
altri tra . In conseguenza se tre de’ suoi lati sien paralleli a tre 
rette date di sito ; il diametro corrispondente al quarto lato sa- 
rà dato di sito : ed assegnalo un tal diametro il problema di- 
verrà indeterminato ; cioè a dire , che ; 
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Se iscrivati in una cuna conica un quadrilatero , che abbia 
tre lati paralleli alle tre rette date di silo : il quarto lato , comun- 
que varj un tal quadrilatero , sarà sempre parallelo alle ordinate 
del diametro , che pasta pel tuo punto medio • 

La qual conseguenza riproduce immediatamente i due teoremi 
18 , 19 , rimanendo per lai modo comprovata la proposizione , 
assunta in fine del §. 43 , ove fu detto che la locale cercata nel 
problema V. era una curva . 

47. Dopo aver esaminato il problema proposto ne’ casi 
speciali del triangolo , e del quadrilatero , passeremo a gene- 
ralizzarlo per un poligono iscritto di qualsivoglia numero di lati 
paralleli ad altrettante rette date di sito ; ma sarà opportuno 
di prima risolvere geometricamente i due problemi che ne- 
gli anzidetli due casi contengonsi . Ond’ è che esporremo la 
neguente 

Anelisi GEOMETRICA PER LA SOLO HO SE 
DEL PRORLEMA V. 

Hg. 31. Sia sempre U il punto di concorso delle tangenti nelle estre- 
mità del lato libero VV' di un triangolo VV'V", che abbia gli 
altri due lati paralleli a due rette date di sito , o , che torna 
lo stesso , ordinati a due diametri dati di sito Cd , C4 . 

Conducasi la corda VR parallela alla V'V" ; le corde W", 
V'R saranno le diagonali del quadrilatero a lati paralleli RW'V"; 
quindi esse s’ intersecheranno in un puuto T sul diametro CA , 
e sarà UT parallela ad RV (* ) . Ciò posto si congiunga UC ; 

0 Veg. a teor. va. della nostra memoria — Teoremi tulle Sezioni Co- 
niche , te. 
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la corda de’ contatti VV’ rimarrà bisecala in Y , p la W" es- 
arndnlo in Q , *orb YQ parallela a V'V", ossia ad UT . Or con- 
ducasi XZ parallela alla a essa UT ; od essendo le CU , CX , 

CY in proporzione con. inra , «lari CU : CY :: CU : CX’ ; 
ma sta CU : CY :: CT : CS , c la ragione di CT . CS è data , 
per esser da; ì di specie s triangoli CQT , CQ8 . Adunque sarà 
pur data la ragione di CU* : CX’ , e perciò anche quella di 
CU : CX ; donde vtdesi , clic il punto U ne tocchi una curva si- 
mile , e similmente posi* alla data. E ciò dà luogo agli stessi 
teoremi 16 , e 17 poc’anzi rilevati . 

$• 48. Ma non sarà superfluo di <|ni accennare due altri im- 
portanti teoremi f che diteendoo da essi come corollarj . 

T E 0 K e H A 20“ 

Sicno due cune cimi, he riniti , riailmmtc porte , r concentri- flg. 32. 
che , e t iscriva comunque nelC esterna di esse un triangolo 
>V'V , che i Mia un lato FV la ni, mie t interna ; qualunque 
altro triangolo vv'v" iscritto ri, qu.l.'a , tic alita due lati vv", 

*V* paralleli agli altri due lati VF\ V F" de! primo triangolo, 
avrà il terzo lato v» ccs.nut, n enie tangente la cun a interna . 

Rilevandosi dall’analisi geometrica quassù recata, che sia 
dsla la ragione di CU : CX, poiché sta CU : CX ;; CX : CY ; 

***** la ragione di CX : CY sarà data . E perciò 

T tacimi 21“ 

• » r . « • 

1 umidiime tri condotti po' punti medj ditte carde , che in una ftg. 31, 
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curva conica sottendono angoli compresi da corde paratiti* et- 
due rette date di silo , rimangon diviti in que' positi proporne- 

■/talmente . 

b •. 

Avvertimento. 

h- »• s .49. Scorgevi poi facilmente , che : se la curva è parabola, 
ogni sua corda FI", che vi sottenda angoli cosiffattamente condir 
zionati , debba troncare sul diametro , che passa pel suo ptusto 
medio , e verso il vertice, , Ut parte XY d' invariabile grandetta . 

LeMMA AL SEGUENTE PROBLEMA- 

pg. SI. §.50. Se da due punti B , C , del perimetro di una curva coni- 
ca ti tirino due coppie di corde parallele BA , CD ; Ba , Cd', 
le. congiungenti le estremità opposte Da , Ad saranno benanche 
parallele . 

9 ... ' ' ' 'V ' - 

Dm. Sia H il pnnto d’ incontro dèlie AB , dC , e G quell# 

delle aB, DC. Ed essendo HA-Hfi : Hrf.HC :: CG.GD : BG.Ga, 
per essere HB = CG , ed HC = BG, risulterà HA : Hi :: GD : 
Ga . Quindi i triangoli Aliti , DGa saranno rimili ; e sarà Da 
parallela ad A d , come si è proposto a dimostrare. 

Problema VII. 

! 

fig, 35. . §. 51 . Sia AD il lato libero dì un quadrilatero variabile ABCD, 

iscritto in una curva conica con tal legge, che i suoi tre rimanenti 
lati sten paralleli a tre rette date di sito ; si cetra il luogo del 
punto V , concorso delle tangenti m A , D. 

.* ' * •• tàoL. Iscrivami ad arbitrio le tre cord* ab , he , cd parallele 

f è 
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«wpeltiwmeotc «He AB , BC , CD , cioè alle tre rette date dì 
•ilo , e si UDÌsca ad . Essendosi da' punti B, A condotte le due 
coppie di corde parallele BA , A« ; BC , Ac , le conghingenti 
he , oC-, pel lemma precedente , saranno parallele : ma le cd , 
CD sono del pari tra loro parallele ; dunque il saran pure le 
•d , hD . Or potendo scpporsi Fuso il quadrilatere abcd , co- 
munque rarii 1' altro ABCD , risulterh sempre il suo lato AD 
parallelo ad ad : quindi il luogo del punte U , concorso delle 
tangenti in A , D , sarà il diametro, che passa pel ponto medi» 
di ad ; cioè una retta data di sito . II che riproduce i due teo- 
temi *8 e t». 

Corollario /.* 

* $.52. Se dunque un quadrilatero comunque iscritto in noi cnr- 
*» conica abbia tre lati paraHeli a tre retto date di sito-, il quarto 
lato sarà anch’ esso parallelo ad una retta date di site ; e que* 
sta estendo propriamente il diametro coojugato a quello , che 
passa pel suo punto di mezzo 1 , può- facilissintameote assegnarsi. 

e. * 1 

•. .1 ‘ * / \ 

$.53. Iscrivasi ad arbitrio in una cunra conica una serie di corde 
auccesaire, ed in numero impari, tutte parallele ad altrettante ret- 
te date di aite , e sieao per esempio le AB, BC, CD, DE, EF 
JG , GB , HI , US. . Splendendo le prime tre con la AD , 
questa sarà parallela ad usa retta data di aito ( cor. prec. ) . 
Quindi chiudendo eoo AF le AD , DE, EF , anche AF sari pn- 
fallele ad una retta data di sito ; e lo sarà pure la AH , che 
chitide le AF * ,ffi , GH $ e finalmente anche la AK , che sot- 
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tende le AH , HI , IK . Ma la «lessa AK chiude pure la aa» 
rie delle corde iscritle ; il che dee verificarsi qualunque aia il 
loro minierò , purché impari : si atra perciò il aeguenta 

. * • » ^ 

Te o bum j 22: 

Se iscrivati m una curva conica una serie di corde successi- 
ve , ed in numero impari , parallele ad all retina' e rcllc date di 
silo ; la corda , che chiude la serie, sarà benanche parallela ad 
una retta data di sito. 

! .•**•«* * • * * I* 

5- 54. Dopo tatto ciò chi non Tede , che la soloaime del 
problema generale col metodo geometrico rimanga all istante com- 
piuta , ed in modo , che pian altro metodo per tal quitlione po- 
trebbe stargli a (roste ? Sarebbe ansi superano impegnarci a 
mostrare come ciò abbia luogo ; ma pere , a render compsota 
V argomento , brevemente 1' accenneremo. ; • 

f i<« 1 » 1 a s Vili. 

/ 

Un poligono variabile di A iati sia con tal legge, iscritto in 
ima curva conica, che (A — i J lati tien paralleli ad altrettante 
rette date di sito ; ti cerca il luogo del concorso delle tangenti 
nelle estremità del lato libero. 

Sol. Qnesto problema offre dite casi , secottdocbò k aia pari 
o impari ; e però impari , o pari (A — / ) 1 
h<j 36. Mei primo caso , s« AK rappresenti il lato libero del poligo- 
no , esso verrà a chiudere una serie di corde in annero impari f 
a quindi dovendo questo lato, pel secondo dépcccedeati eoroUw- 
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rj , risaltar parallelo ad una retta data di silo , la locale cer- 
cala sarà pure una retta data di sito. 

Nel secondo caso poi , ore AL rappresenti il lato libo- ftg. SI. 
ro del poligono , compiendo il triangolo AI.K, il lato AK chio- 
derà egualmente una serie di corde in numero impari ; e sa- 
rà perciò parallelo ad uua retta data di sito . Laonde essen- 
do anche l'altro latoLK parallelo ad una retta data di site , 

AL , lato liLero del poligono , sarà benanche lato libero del 
fràngalo AKL , i cui rimandili lati AK , KL son paralleli a 
due rette date di sito . E però , pel teor. 16. , il luogo del con- 
cetto delle Ungenti nel'e estremità del lato. Ubero AL, sarà una 
caria cotica simile , umilmente poeta , • cooo e ni ri ca all» data. 

La latte ciò discendono i seguenti t 

T b o n b m t 23.' 

* ' . t . * » • 

Se ( k — l) loti di un poligono variabile, iscritto in una euro* 
tonica imi» paralleli ad ullreUanle rttlc date di silo ; il concor- 
so delle tangenti tu lle estremità del lato k.mo f tarò una retta 
data di rito , se k sia pari ; s , te sia impari , sarà una curva 
tonica , siu.ile , timilintnle posta , e concentrica alla data. 

Tmombuj 24.‘ 

Se (k — 1 ) lati di tm poligono variabi'e iscritto in una curva 
ton ic a siete parai ’eL a rette date di sito ; il lato k ■ mo sarà ancor 
etto paratiti j ad iuta retta data di sito , se k sia. poti c , tc sin 
impari, ne toeeherà nel tuo punto di meno tuta coeva conica si- 
mòle , similmente pietà , e concentrica alla data . 

" Quanti due ultimi teorema «ontrogoaa «n ’ impartente proprio» 
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U delle curve coniche , la quale ravvicini sempreppiù queste 
curve al cerchio io riguardo alle proprietà angolari , e «otto > 
questo rapporto specialmente può essa divenire utilissima. Essa 
nel cerchio è quasi intuitiva ; e pure non è stala da altri avver- 
tila : se non che 1' illustre Lhuillier riconobbe essere pifc che 
determinato il problema d’ : iscrivere in questa curva *m poligo- 
ne parilatero , « cui lati sten paralleli a rette date di sito. 

Per tanto una volta che i teoremi 23 , e 24 si fossero rile-t 
vati solamente sul cerchio , la teorica delle proiezioni induce 
a eoncb iutiere , seni’ altro ragionamento , eh’ esai aieno iden- 
ticamente applicabili ad ogni curva conica . Un tal metodo pe- 
rò , che può beo adoperarsi per lo scorrimento delle proprietà 
indicate, non sembra por proprio a convenevolmente dimost carie. 

§. 55. A render compiuto 1’ argomento , del pari rimarrebbe 
ad esporre la soluzione algebrica del problema generale , cioè 
del probi. Vili. Ma noi non faremo altro , che abbozzarla , tra- 
lasciandone per esercìzio a’ giovani lo sviluppo compiuto. 

* * ‘ , . , • .« 

SolVtltOHS ÀLQSBUtCÀ DII NCIUIi Vili. 

Sia VV' il lato libero di un poligono VV / V"V / "V" ,; iscrit- 
to iu una curva conica rappresentala dall’ equazione 

y = mar’ + 2nx ' ; > ’ ' 

ed i cut rimanenti lati sien paralleli a rette date di aito . Esperi 
mendo come per lo ionanzi eoo fi <$>'■> f"' **■ 1* loro in-' 

ctinazioni coll’ asse delle ascisse , e supponendo per cagion d’ 
esempio che il numero di questi lati sia 4 , talché il poligono 
risulti un pentagono ; dukotando uioUre nel modo consueto i« 
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coordinate de «noi renici , e quelle del concorso delle tangen- 
ti in V , V' , corrisponderanno respettivamente a que’ lati le 
equazioni y ~ 0 - q ( x — 2 ) 

(x — z"") 

y~«" = * (*_ ) 

/ — ( x — a" ) 

E quella del lato libero VV' «ari 

= x ( tm + n ) -|- tn 
Quindi le equazioni al problema saranno 

v = f ( a""— t ) 

v’" — v""= f' ( z"" ) 

v" — _yi'j 

— v" afV — *" ) 

*>' ss ms‘ 4 ìnz 
v '■ =* ma'* 4 5n*' 

*"* s= ma"’ 4 2 nz" 

= ma'"* + _2na'" 
ss ma""’ 4 *na"" 

«ossa ( tot 4 » ) 4 (n 

v'u ss a' ( tot 4 n ) 4 tn 

L eliminata in < , u da queste uodeci equazioni , sarà quella 
del luogo geometrico cercato . , 

Per eseguire una tale eliminazione , pongasi 
* ■<= « 1 »' =s rV , ir" sa r"a", v" =3 /"a"', ss y'»',"" 

romliinando queste cinque equazioni con le cinque altre equa- 1 
zioai (B) , reapettivameote , si dedurranno i seguenti palati 
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in virtù dei quali le equazioni (A) diverranno , dopo le ri- 
duzioni , 

m + rr"" = e ( r + r"" ) 

m + r 'V" = 9' ( t"" + r" ) 

« + r'V" s= f," ( /" + /' ) 

ra + rV = ( r" +/ ) 

Ed otteiralo queste equazioni ognun vede , che la aoluziooe del 
problema non offra più difficoltà ; dappoiché é facile rilevar da 
eaae 1’ eliminata in r , / ; quindi 1’ altra in z , c , z' , t/ ; e fi- 
nalmente quella , che cercasi , in t, « , ricorrendo alle espres- 
sioni del tj. 18. Or tutto questo non essendo che un lavoro di 
pero calcolo , nè presentando altro ostacolo , che il fastidio di 
eseguirlo , il tralasceremo di buon grado. Non vogliamo però ri- 
manerci dall’ avvertire , che da’ rsulUmeutì cui dovrà perve- 
nirsi , convenevolmente generalizzati , debbano pur dedursi i 
teoremi 23 , 24 : e lasciamo agli appressatoci dell’ eleganza 
geometrica il teiere , se una tal via lunga ed indiretta possa 
preferirsi a quella semplice , chiara e dirotta , che la Geome- 
tri* un ha di «opra s o mmiuislrata . .... ; 
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56. Le condizioni alle quali abbiamo finora assogetlati i 
lati dei poligoni variabili iscritti nelle curve coniche son quelle 
o di dover girare intorno a punti dati , o di mantenersi paral- 
leli a rette date di sito . In ciò che segue li assoggetteremo 
ad esser tangenti ad altre date sezioni coniche : ma per ora 
esporremo di tal ricerca qaella parte eh' è più connessa co’ prin- 
cipi! precedentemente stabiliti . 


§. 57. Intanto ad evitare ripetizioni avvertiamo, che nel pro- 
seguimento alle coordinale di un punto qualunque di una curva 
conica, data dall’ equazione y' = me’ + 2nx, sostituiremo il 
loro rapporto ; cioè , avendosi per esempio sa di essa i ponti 
(s , t>), ( z’, t/) te. faremo 


v , v 

r=_ , »"• 


(») 


di tal che 1 equazione della retta che passa per quei due pun- 
ti essendo 

V — v’ 

y -Po- -r(*— i) 


oppure 

y{z — a') — x ( v — t/ ) sa su' — z'v 


colla sostituzione dei valori di v’ più sopra rileva- 

ti in p , t' (§.55.) diverrà 

J'(r + v / )•— Za (2) 

e sotto questa forma assumeremo da ora innanzi F equazione di 
una corda della curva y ss nr’ + 2nx , condotta per due 
punti qualunque del suo perimetro ( z , v ) , (*',»'). 


§. 58. Inoltre facendo mestieri conoscere la relazione , che 
dee aver luogo tra i determinanti di una retta , e di una curva 


9 ° 


di 2* ordine affinchè queste due lìnee siano tra loro tangenti , 
sarà opportuno il premettere una tal ricerca. 

Sien dunque le equazioni della retta , e della curva rispetti' 
v amente dinotate da 

y ss ax + 4 (3) 

hy' -f 2Bxy -f 2C y -f Dx" -j- 2Ex + F = o (4) 
eliminando la y tra queste due equazioni si avrà la seguente e- 
quazione di 2"grado in x 

x’(Aa’+2Ba+D)+2x(A4a+Bé+Ca+E);+A4'+2CA + F=o 
le cui radici corrisponderebbero alle ascisse dei punti d’ incon- 
tro delle due linee ; ma per ragion del contatto esse debbono 
eguagliarsi , dunque le radici della precedente equazione sa- 
ranno eguali ; e quindi il quadrato della metà del coefficien- 
te del suo secondo termine sarà quanto 1' ultimo , cioè si avrà 
( Aia -f B4 + Co + E )’ = (A a* +2Ba + D) (A4’+ 2C4+F) 
donde si ha dopo gli sviluppi , e riduzioni 
(E* — DF)-f o’(C’ — AFJ + 26{BE — CD) + *oi(AE-BC) -fi 

2a(CE — BF) -f b' ( B’— AD) ^ ° 
equazione di condizione che dee aver luogo affinchè la retta 
(3) possa toccare la curva (4) . E se si faccia per brevità 
E* — DF = A' , C 1 — AF = B' , B£ — CD = C' i 

AE— BC = D' , CE— BF = E' , B* — AD = F' j( 5 > 

la precedente condizione si ridurrà ad 

A' + a* B' -f 24C' + 2oAD' -f 2aE' + 4» F'= o (6) 
Ciò premesso passiamo a risolvere il seguente 
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PnOBLEMà IX. 

§• 59- Dole due curve coniche (C) , (C’), iscrivere nella pri- 
ma di esse un triangolo , che sia circoscritto all' altra. 


Solvi. Si prendano per assi qualunque diametro di (C) , e la 
tangente al suo vertice , talché riferite le due curve a questo si- 
stema di assi , possano generalmente essere rappresentale dalle 
equazioni 

y' — mx' + 2nx (C ) 

A/’ + 2Rry + 2Cy + Dx‘ + 2Ex + F = 0 (C') 

Sia RR' R'' il chiesto triangolo . I suoi tre lati RR' , R' R" , 
R"R, come corde di (C) , avranno , in virtù di (2), rispettiva- 
mente per equazioni 


/(«• +>•') — *(<■ r* +m)=2» 

+r") — *(/r" + m) = 2n 
y ( r" + r ) — x ( r"r + m ) = 2» 

e poiché debbono toccare la curva (C') , queste equazioni di- 
verranno in virtù della relazione (0) 

A'(r + r /+ B'( r/ + m)»+ 4nC'( r + / ) + 4»D'( rr' + » ) + | 

2E'(r + r')[rr' + m) + WF' ’ = 
A'(/ + r")*+ V{r'r" -ftn)' + / + r ") + 4»D'( r 'r"+ «*)+»_ 

2E'(r' -pf''](r'r"+m)+4i.’F' > ~ 

A'(r"-f r )’+ B'(r"r +«)* + 4nC' (r" -f r) + 4«D'(r"r + «) + )_ 

2E>"-fr) (r''r-fro) -f 4n’F' I “ 

le quali tre equazioni nelle Ire incognite r , r , r ' varranno, a 
risolvere il problema . Ciò posto si ordinino le prime due ri- 
spetto ad / comune ad entrambe , e dopo aver moltiplicata la 


f.38, 39. 
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prima pel coefficiente del primo termine della seconda, e que- 
sta pel coefficiente del primo termine della prima , si sottrag- 
ga 1' un prodotto dall' altro , e si cancelli dal residuo il fattor 
comune ( r — r" ). Si pratichi esattamente lo stesso tra la se- 
conda , e la terza , ordinate rispetto ad r" comune all’ una ed 
all' altra ; e si arra un secondo residuo , nel quale si cancellerà 
egualmente il fattor comune ( / — r ). Di poi si sottragga F un 
residuo dall’ altro ; la differenza conterrà pure un fattor comu- 
ne ( r' — r" ) , che cancellato , rimarrà la seguente equazione 
tra sole quantità note 

A'* -f 2mB'A' + in.Y'D' — 8aC'E' — ìmE'* + VmnD'B'-K 1 

i =0 ( 8 1 

4n*B'F # + w’B'* > 1 

il che mostra che il problema non possa essere risoluto, che nel 
caso , in cui si verifichi tra i determinanti delle due curve date 
la relazione (8) . Ma , quando ciò sia , ò chiaro che la soluzio- 
ne risulti indeterminata . Rilevasi per tanto da ciò il seguente 

T e o r e m a 2ó. 

Se due cune coniche sien lati , che per un ceno un triangolo 
iscritto ncW una risulti circoscritto all altra ; qualunque altro 
triangolo iscritto nella prima con due lati tangenti alT altra , a - 
irà il terzo lato tangente la curva stessa. 

Ovvero 

Se ad un triangolo s iscriva una curva conica , e so nc circo~ 
scriva un ’ altra ; qualunque altro triangolo iscritto in questà con 
due lati tangenti la prima , avrà il terzo lato anche tangente 
la curva medesima . 
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5 . CO. Intanto la relaziono (8) colla riprislinazione dei Ta- 
tari (5) diviene 

( E' — DF)'+ 2m (E*— DF)(C*— AF) + 4»[E*— DF)(AE-CB)— , 

4miCE — BF)’ — 8n(BE — CD)(CE— BFJ’+imnJC' — AF)(AE — CB)+( — „ ( 9) 
4n'(C’ — AF)(B’ — AD) + m’(C’— AF)> j 
dalla quale espressione molti teoremi possono rilevarsi, a mi- 
sura che si disporrà delle diverse quantità , clic la compongono. 

§. Gl. Vediamo a ragion di esempio cosa avviene se le due 
curve date sicno cerchi . Iti questo caso prendendo per asse 
delle x la congiungentc de’ centri , le due equazioni (C) , (C') 
si ridurrannno ad 

y — 2 nx — x» (c ) 

-f- x’ — 2«x+ «* — n ,J = o (e') 

-ove n indica il raggio del cerchio al quale il triangolo sì circo- 
scrive , ed a V ascissa del suo centro . Paragonando dnnque i 
coefficienti dei termini di (c), (c') co’ coefficienti dei termini di 
(C) , (C') , si avrà 



e quindi si otterrà da (5) 


A'= E> — DF = n'“, B' = C* — AF = 

C'= BE — CD = o , D' = AE — BC = — a \ (11) 

F/= CE — BF = o , F' = B* — AD = _ 1 ) 

laonde la relazione (8) si ridurrà ad 

n’ ( 4n* — Una + o’ ) — 4 nV* = o 

ossia ad * 


a’ ( 2n — a )’ = 4nV’ 


( 12 ) 
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o finalmente , estraendo da ambo i. membri la radice quadra- 
la , ad 

« ( 2n — a ) = 2nn ( 1 3) 

fuj. ■ 40 . Tradnccndo questa relazione sulla figura sì ha 
0 c'xc'o= 2 Oc X OV. 

E quindi 

Teorema ' 26 . 

Il centro del cerchio iscritto in un triangolo divide il dia- 
metro del cerchio circoscritto in due parti tali , che il loro ret- 
tangolo è quanto il doppio di quello contenuto dai raggi de’ cer- 
chi medesimi. 

fìg. 41. §. 62. Il punto c' può anche cadere al di là dei punti 0 

0' , ed aversi egualmente Oc' X c'o = 2 Oc X OV ; ma in 
questo caso il cerchio ( c ' ) sarebbe ex-iscritto al triangolo . 
Questa circostanza è infatti anche additata dal! analisi , men- 
tre nell’ estrarre la radice quadrata dalla (12) per ottenere la 
(13), avrebbe dovuto farsi uso del doppio seguo ± . 


$. 63. Essendo 2 no — o* = 2 nn 
sarà 

2na — o’ — n* = 2nn' — n’ 

Cioè 


( n — a) * = n( n — 2n' ) 

E sulla figura 

re’ = Oc ( Oc — 20'c') 

Donde f altro 
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T g o n i mi .27 . 

La distanza tra i centri del cerchio iscritto , e circoscritto 
ad un triangolo è media proporzionale tra il raggio del cir- 
coscritto , e la differenza tra il raggio medesimo , e 7 doppio 
deW iscritto . 

/’ " 

Ed ecco rilevato in modo diretto dal caso il piti generale 
un notissimo teorema , che trovasi proposto negli annali di 
Gergonnc , c del quale concorsero a dare dimostrazioni più o 
meno eleganti Ganùer , Lhuillier , ed altri distinti geometri . 

Problema X. 

§. 64. Ora date le due curve coniche (C) , (C') si cerca di 
iscrivere nella pròna un quadrilatero -che sia circoscritto alf altra. 

Sol. A Din di rendere il calcolo più semplice noi distendere- 
mo la soluzione pel caso , che le duo curve date sicno due 
cerchi , ma sarebbe identicamente la stessa per due curve 
qualunque ; di che è ben facile ad assicurarsi da ciò, che segue. 
Pertanto essendo (e) , (c') le equazioni de’ due cerchi , quelle 
de’ quattro lati del quadrilatero iscrìtto nel primo , assoggettati 
a toccare il secondo , saranno come le (7), debitamente ridotte 
co’ valori (H) 

n'’(r + r )’+(»'' — «’X T ** — f )’ — /na( rr ' — i) — 4n’= o 
«'*( r' +r" a’X r'r" —/y—Jnafr't'' o 

»'•(/' fl’X/V" — /)’ — 4na(r"t /> —1)—4n'= o 

*'V"+r )’-K» / *— o’X r'V — 1 )' — 4na(r'"r — 1 ) — 4tC— a 
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che sviluppate , dopo aver fatto per brevità 
S = n'* — a' , P = ina — J?a* , Il ss »'* — (2n— o)* (19) 
diverranno rcspcllivameute 

n'*( r* + r" ) + SrV — Per' + H 3= o 

«'•( r" + r"* ) + S/*/'* — Pr'r" + Il = o 

»'*( r ». + /"* ) + Sr'V"* — Pr'V" + 11 = o 

n'*( r"' 1 + r* ) + Sr'V — Pr"'r + H = o 

Ciò posto si sottraggano queste equazioni 1’ una dall’ altra , 
e si avrà 

(n'»+Sr" ) (r + r") = P/ (21) 

( »'* + Sr"’ ) ( r' + r") ss Pr" (22) 

( n" + Sr'"*) (r+r') ss Pr"' (23) 

moltiplicando ora tra loro le (21) e (22) membro a membro 

risulterà 

(n"+S/*) (n'* + Sr" 1 ) (r + r") (r’+r'") = P*rV" (24) 
E poiché sottraendo la (23) dalla (21) trovasi 
S(r + f")(r'+/") = P 
cosi la (24) diverrà 

( n" + Sr'* ) ( n" + Sr"* ) ss PSr'r" 
dalla quale ricavasi 

S ( n" r * + n'* r"* + Sr'*r"* ) ss SPr'r" — n' 4 
Ma dalla seconda delle equazioni (20) si ha 

S ( n'* r * + »'* r"* + SrV" ) = SPrV'—SH 
Sarà dunque 

SprV" — n' 4 *5 SPr'r" — SII 

Cioè 

, » n' 4 = Sii (25) 
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D’ ODtie si conchiude , siccome pel caso del triangolo , che per 
poter risolvere I’ attuai problema, debba verificarsi tra i deter- 
minanti dei cerchi , e del loro sito , la relazione (25) ; e che , 
quando ciò sia , la soluzione risulti indeterminata. £ poiché si 
perverrebbe ad un risullarneuto di cgual natura ove le due cur- 
ve coniche sieno qualunque , si ha iu generale 

T b o n b a a 28. 

Se due curve coniche sten tali che per un caso un quadrilatero 
iscritto nclC una risulti circoscritto alt altra , qualunque altro 
quadrilatero si iscriva nella prima con tre lati tangenti la secon- 
da , avrà il quarto lato tangente la curva istcssa (*) . 

(*) Questo teorema avrebbe potuto dedursi senz' altro calcolo dalla 
sola ispezione dello quattro equazioni (20) , dapoichè essendo in numero 
pari allo incognite ( delle quali non ve ne ha che due in ciascuna ), è 
chiaro che la loro simultanea coesistenza non può aver luogo , attesa la 
ideatiti dei coefficienti : cho ciò potrebbe solamente verificarsi in virtù 
di una certa relazione tra i coefficienti medesimi : c quindi che dall' elimi- 
nazione tra queste equazioni non può per ultimo risultamento ottenersi 
die un' equazione di condiziono tra lo quantità dato , com' ò la (25) • Ed 
è poi noto che quando dal maneggio di equazioni spettanti ad u n proble- 
ma si perviene ad un risultamento di tal natura , verificata quella con- 
dizione , la soluzione debb' esserne indeterminata . Era però d' uopo pro- 
cedere alla eliminazione per conoscerò qual Tosse la relazione, che lega- 
va i coefficienti , come si ò pure praticato nel caso del triangolo al §. 59 
quando dalle tre equazioni (7) si ò rilevatala relazione (8). 

Egli è inlanto da osservarsi , che , so generalizzando la ricerca , si 
cercasse di iscriverò tra lo due curve (C) ■ (C ') un poligono di m lati , le 
equazioni, che si otterrebbero per la risoluzione di questo problema sareb- 
bero della stessa forma di quelle ottenute pel caso attuale del quadrilate- 

>3 
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J. 65. Restituendo nella relazione (25) adS , ed H i valo- 
ri (19) si ha 

n'* s= ( — o’ ) — ( an — a )* ^ 

d' onde si ottiene _ 

( ano — o* )’ ss n’’^( an — a )’ + a'^ ( 26 ) 

espressione , che giova ancor mettere sotto quest' altra forma 
( ma — a.')' — — a «'* ( ma — o* ) + (»7) 

e tale è la relazione che deve verificarsi tra i determinanti dei 
due cerchi affinchè possano iscriversi in uno quadrilateri che 
sieno circoscritti all' altro ■ Per vederne il significato geome- 
trico si estragga da' due membri di (26) la radice quadrala , e 
si avrà 

ro . e per l'altro del triangolo , cioè delle (20) , 0 delle (7) . Il loro nume- 
ro , 0 quello delle incognite sarebbe eguale ad m , ciascuna equazione non 
ne conterrebbe che due ; ed i coefficienti in tutto sarebbero sempre identi- 
ci . Quindi si pud conchiudere elio la presento ricerca , generalizzata , of- 
fre le medesime conseguenze rilevale po’ due casi speciali , che si seno 0 - 
saminati ; cioè che ss due cune coniche eicn tali , che per un caso un poli- 
gono di m tali iterino nell' una ritulli circotcrilto all' altra , qualunque al- 
tro poligono iscrivati in quella con ( m — 1 ) lati tangenti aW altra , a- 
t ri benanche f ultimo lato tangente alla curva medesima . 

Ben si comprende che la natura della relaziono tra' coefficienti varia a 
misura che varia il numero dell' equazioni , ossia ii numero dei lati del 
poligono ; ma so voglia nei casi speciali rilevarsi una tal relazione , 
converrà procedere alla eliminazione . Intanto non reggendo da altri co- 
inodorate , ed esaminate equazioni a coefficienti identici , come quella 
che si bouo a noi presentate in tal ricerca , ed osservando che il loro 
maneggio coi metodi generali riesce infruttuoso , ci riserbiamo di trattar 
di proposito in altro rincontro di cosiffatto argomento cho non è di lieve • 
importanza , c da che pur dipende I" estensione del problema XI, 
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a ( in — a ) = n' ^ a« — a )’ •+■ a*^ 

Traducendo ora sulla figura i simlvoli di quest’ ultima espres- 
sione trovasi 

Oc' x Co = c'O' X \f (V~o' + CO’) f. 42, 43. 

oppure , applicando al punto C la C E eguale a c'O , e per- 
pendicolare ad Oo , 

c'E X Co — c'O' X Eo 

ma per le proprietà de’ triangoli rettangoli si ba 
c'E X Co = c'E X Eo 

quindi sarà pure 


c'E x Eo = c'O' X Eo 


ossia 


c'E = c'O' 

Vale a dire CT , altezza del triangolo rettangolo Ec'o , 1’ è 
quanto il raggio del cerchio (c'). E da ciò si ricava il seguente 

Teorema 29. 


Se due cerchi sieri tali che i quadrilateri iscritti in uno risul- 
tino circoscritti alt altro , il raggio del secondo sarà quanto f 
a Ite zza del triangolo rettangolo , che ha per cateti le due parti 
nelle quali il diametro del primo rimane diviso Sii centro del 
secondo . 
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PnoBizMA XT. 

§.6G.t7n triangolo variabile RR'R" sia con tal legge iscritto in 
una curva conica ( C ) che due de' suoi lati RR” ,R'R" sicno con- 
tinuamente tangenti ad un altra data curva conica ( C ' ) ; si cer- 
ca i\il luogo del punto U concorso delle tangenti nelle qi(remi- 
tà del lato libero RR ; 2*. la curva toccata dal lato medesimo. 

Sol. Fissato un sistema di assi come al §. 59 , le equazioni 
delle due corre saranno come allora 

y’ — mx' -f- 2 nx (C ) 

Piy' 2Bxy -f 2C y + Dar* -f 2 Ex q. F = o (C') 
e le equazioni de due loti RR" , R'R ' assoggettati a toccar 
(C') saranno come le (7) 

A'(r +r")*+B'( /H+KH/W+ m )| 
+ a B'(r+/'X« / '+m)+4»*F' 

A'(/+r")’+B'(r'r"+m)*+4«C'(r'4r")+4«D'(c'r /, +'”)^ _ 

+ a E'(c'+/'X^' +“)+4»’F' \ 

Inoltre chiamando t , u le coordinate del punto U , V equazio- 
ne del lato libero RR', polare di U , sarà 

_yti = x(<ra-fn) (29) 

Ciò posto eliminando r" tra le due equazioni (28 ) verrà a rile- 
varsi un’ esazione nelle sole r , r ; restituendo poscia nell’ e- 
quazione risultante i loro valori ad r , r' , cioè 



si avrebbe un’ altra equazione composta delle z , s, v , v' \ 
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in luogo delle quali finalmente rimpiazzando le espressioni del 
18. perchè identicamente si dedurrebbero dalla (‘29) , si 
avrà 1 ’ equazione nelle sole t , u , che sarà quella del luogo 
geometrico cercato . Siffatto procedimento condurrà ad una e*- 
quazionc di secondo grado tra t , ed u , come può verificarsi ; 
e quindi la locale corrispondente sarà una sezione conica . Or 
noi eseguiremo questo calcolo , ma per brevità lo limiteremo 
al caso di due cerchi ; le equazioni de’ quali essendo 

y* == 2 nx — x* (c ) 

y' 4- x' — 2 ax + 0’ — n' = 0 (c') 

le (28) , e (29) pe valori (11) diverranno respelti va mente 

"'■(r +'■")’+('*'*— *’) (*" —t)'—4na{ri" —,)—4n'=*> » 
„’•(,'+/•)• +(„'*_<,’) (/r"—r)‘— 4 n a (rV'—/)— 4 n*=o J < ‘ ' ) 

jru=x(n — t ) -J- in (31) 

Intanto invece di eseguire la eliminazione di r" tra le due e- 
quazioni (30) , sarà meglio svilupparle , e sostituirvi dappri- 
ma i valori di r , r . Dopo di che quelle equazioni ridotte , 
ed ordinale diverranno 


v v"(ma—a') — x"^x (ana— o*— an’J+na’^ — na'z — an*(n’‘— -o»)=s < 
MV"(ana— a’) — z"^z'(ma — a' — an’)-)-na'^ — na'z ' — an’(n'*— «’)=r ( 


E ricavandone i valori di 3 ", e v" si troverà 

, 3« , (n'* — «’) (v — v") — na'(zv' — xV) 

(ma — o* — 2 / 1 ' ) (tu' — 2 V) — na’{v — c') 

^ (ana — a'y + m''( zna — a’) — 4'n'‘ 
(ma— -a') (ma—a'—an') (tu’ — xV) — na'(v — v') 

Attualmente si sostituiscano in queste espressioni ai,;', r, v 
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i loro valori dedotti dalla (31) come fu fatto al §.18, e si avrà 
„ _ »(•>'’ — a') (n — t) — a't 
a l(u — n) — o* 

(ina — a*)’ -f- an'’(ann — a’)— - 4 n 'n' 

i/' = u . / \ 

(ina — a’)f ar(a — ni — a" 1 


E poiché dcv’ essere io virtù di (c) 

»"* = 3 " (*« — =") 

sostituendo quivi in luogo di v 1 ’ , z" le espressioni preceden- 
ti , la risultante equazione in t , u sarà quella del luogo geo- 
metrico cercato . Eseguendo la sostituzione si troverà 


{(ma — a’)* -f- a n'’(aaa — a’)— - 

u i i L- + 

( zna — a’ )* 

t‘ ^(ana — a’)' -\-4 n ' , (. 2na — o’) — — 

a tzigana— «•)+ andana— a’) — 4 n ' n '’ — 2 // , a‘-j-.{n'''^ 

4n’n' , (n > ’ — a’) 



Equazione ad una curva conica (*) . Se il calcolo medesimo si 
fosse proseguilo sulle equazioni (30) , e (3 1) clic riguardano il 
caso di due curve coniche qualunque , altra varietà non si sa- 
rebbe incontrata , che espressioni più complesse ; ma l’ equa- 


(*) Essendo sempre positivo il coefficiente «’ , perché quadrato , l’ e- 
quazione (D) esprìmerà 1' ellisse . T iperbole , o la parabola , secondochò 
il coefficiente di (’ sia positivo, negativo , o zero . Discuteremo piò innan- 
zi come , e quando hanno luogo queste tre diverse posizioni ; ma si os- 
servi da ora che il coflìciente di (* può mettersi sotto quest' altra forma 
( a* — Su" )( ( 2n — a )* — W ^ 
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rione risultante sarebbe sempre di secondo grado ; potendo pe- 
rò , a misura della disposizion de’ dati , contenere o entrambi 
i termini in ut , ed u , o l' un de’ due . Per tanto si ba in ge- 
nerale 

T e o n e u d 30. 

Se due lati di un triangolo variabile iscritto in una curva co- 
nica (C) timo assoggettali ad essere continuamente tangenti ad 
un altra curva conica (C') , il luogo del punto di concorso del- 
le tangenti nelle cstivmità del lato libero sarà una terza cuna 
conica (D ) . 

§, 67. E dalla teorica delle polari reciproche si avrà inoltre 
T e o « e ir a 31. 

Se due lati di un triangolo variabile iscritto in una curva co- 
nica (C) sicno assoggettati ad essere continuamente tangenti ad 
un altra sezione cornea (C'), il lato libero sarà aneli’ esso con- 
tinuamente tangente ad una terza curva conica (D'J . 

§.68. E questa ultima curva (D') dorrò , com’ è chiaro , ri- 
dursi alla curva data (C') , se mai si verifichi fra’ determinan- 
ti di (C) , e (C') la relazione (9) nel §. GO. 

* J 

§.69. Le due locali (I)) , (D') son tra loro polari reciproche 
in rapporto alla sezione conica (C) , che qui assuntesi come 
direttrice de' poli ; e 1* equazione della (D') può in conse- 
guenza agevolmente dedursi da quella di (D) per mezzo della 
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formo] a generale , che abbiamo esibita nella enunciata teorica 
delle polari coniche reciproche (*) . Esamineremo queste due 
locali pel caso che le curve date sieo due cerchi , dinotandole 
per chiarezza con (d) , (o') . Scriviamo adunque la (d) com- 
pend latamente a questo modo (**) 

u' — +t'D"—2ln E"+ n* F" = o 

(Una — a’)’ 

l’ equazione della sua polare reciproca sarà ; divisa per n’ 

y(E"< _ F"D") - *'(D" + £E" + +) 

/( 32 ) 


Utn (E" + F") p 


(‘ina — a’)* 


— n*F" 


(Una — a*) 

A 


(Un 


V t 

i — «’)’/ 


(*) In questa teorica abbiamo mostrato che so soo dato due curve 
dalle equazioni 

y’ = mx' -f- ìnx (C ) 

Ay’ -l-2Rxy 4-2Cy + Di* -+• 2Ex + F = o x (C'J 
la polare reciproca di (C') , relativamente a (C) , assunta corno di- 
rettrice do’ poli , avrà per equazione 

«’(£’— FD) + 2«([l» + n) /CE — BF) + tn(BE - DC)^ + i 
t’n’(B*— AI))+ (tu* + e)'(C’-AF) + 2 tn(lm -f- n) (AE-BC) \ 

(**) Cioè ponendo per brevità 
A" = ^(2iw— a')' + 2n , ’(2na— o’) — ) 

D" = (2na-a*)*+ à»'>(2*a— a*)— '♦ ~1 ] 

E"= - ^(2no- < i>)*+2n , *(2iw-u’)— ànV— 2i*'*a>-Hn'«^ 

F" = W(n'*— «*) 
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è restituendo ad A", D'', E", F" i loro valori , quest’ ultima 
equazione , dopo i Decessa rii sviluppi , e contrazioni , ù ri- 
durrà ad (') 

„ (2na — a’V — 4u'n” + 4nan' 4n'n" ( n" — a' ) 

[2na~ J ( ina— )’ 

equazione ad un cerchio 4 il di cui centro , come vedesi , è 
sull’ asse delle * , cioè in linea retta co’ centri de’ due cerchi 
dati . E si ha il seguente 


Tro *emf 32~ 

Se due lati di un triangolo variabile iscritto in un cerchio (c) 
tocchino continuamente un altro cerchio (V) , il lato libero sarà 
anch’ esso continuamente tangente ad un terso cerchio ( o ’) . 


§. 70. Vediamo intanto qual eia la posizione di questo ter- 
zo cerchio , cioè della locale (n') , rispetto ai due da’ quali 
trae origine , e quali altri rapporti ai passino tra di loro - 


(•) Neir eseguire la aoslltoiooe si troverà che Q coefficiente <fi y’ , 
cioè l E''* — F"D" ) . si riduce ad A" ; quindi tutta r equazione (32) 

sarà divisibile per A'', e diverrà 


D" + 2E" + F"i_ q ,« E " + F_ ilEl. 

>’”*■ ■ ( 2m - “ + [*■— »* )* (*— •’ 


Inoltre li vedranno risultare 

D'* + SE" + ?''=—( 2 aa — a)* 


e quindi t equazione (32) ai trasforma in (»') . 
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£ pria di ogni altro esamineremo se s’ incontrano , ed in 
quei punii. A tal’ uopo combiniamo l’ equazione del cerchio 
locale (o') coll' equazione di uno de' due cerchi dati , per c- 

scmpio con . - 

y -f- x* — 2nx = o (a) 

e sottraendo V una dall’ altra, tolto il fattor comune , — 

(•ina — a )• 

si avrà immanlinenti 

2x ( n — a ) = n" — a' 
donde • 

n” — «* 

x ~- 7(7^7) 

dal che si vede che i due cerchi (c) , (o') debbono incontrarsi 
ne’ punti , che vengono determinati sopra di essi dalla retta 
(33) , la quale esprìme una parallela all’ asse delle y , ed è 
perciò perpendicolare alla congiungenle de’ centri ; vai quan- 
to dire la (33) non è che 1’ equazione della corda comune a’ 
due cerchi . Ma combinando nel modo istesso tra loro le equa- 
zioni de’ due cerchi dati 



y' + x' — 2nx — o (c ) 

y’ -f x’ — 2ar + «‘ — n" = o (c') 

si trova egualmente 

_ «'* — a' 
a(n — a) 

dunque i punti d’ incontro di (n') , e (c) debbono essere gli 
stessi di quelli , in cui s’ incontrano (c) , e (c') . In conse- 
guenza •’ due cerchi dati incontreranno il ocrchio locale tc t' in- 
contrano tra loro ; e non io incontreranno affatto tc etti ncv- 



\ 


>°7 

par a’ incontrano ('). E net caso d incontro i tre eeirhi (c) , 
( t') , fj'J passeranno tutti pe due medesimi punti , avendo una 
corda comune . 


(•) Poiché f equazione x : 


ai' 


esprime 1' equazione della 


corda comune a' due cerchi dati (e) , (e') , pare , contro al fatto , che do- 
vesse necessariamente risultarne f incontro loro ; dapoiebd la quantità 

j è sempre una quantità reale . Ma un risultamcnto di tal natura 


altro non indica so non che la» retta x = . 


• debba , rispetto a due 


2C *— a ) 

cerchi , che non a' intersecano, godere delle stesse proprietà di cui gode 
la corda comune di due cerchi , che s' intersecano , indipendentemente dai 
punii d intersezioni . Cosi per esempio si sa che la corda comune di 
duo cerchi , che s' intersecano è il luogo de' punti da cui condotte le 
tangenti a’ cerchi medesimi , queste risultano tra loro eguali : la pro- 
prietà medesima dovrà dunque competere , relativamente a dua cerchi , - 

fl^*— d* 

che non s f intersecano , alla retta dinotata dall' equazione x = 

*(" — o) 

Ed in fatti , se dati i duo cerchi (c} , (e') voglia rinvenirsi una tal loca- 
le , chiamando x , v le coordinate di uno de’ suoi punti , si ha 

. \f (•'*+(* — »)* — —\/ + (- — »)’ — »'•}* 


donde 
od in fine 


(*—«)’ — (z — a)’ = n’ — r 


H 


ìt(» o] 

eh’ è 1’ equazione della locale cercata , identica a quella della corda co- 
mune . Parimente si sa che la corda comune di due cerchi divido la di- 
stanza do’ centri per modo che la differenza do’ quadrati delle due parti è 
quanto la differenza de’ quadrati do’ due raggi ; la proprietà medesima 
si legge nella equazione («J per due cerchi comunque situati . Ecco 



J.71. Proponghiamoci in secondo luogo a determinare il cen- 
tro del cerchio locale , e 1 suo raggio onde possa descriversi; 
ma a tal’ effetto porremo sotto una forma più vantaggiosa la 
sua equazione 


{ina — a')' — 4n'n'+4nan'' 


i 






r+*'-** n T "' (am.—*) 

la quale , con aggiungere a’ due membri il quadrato della me- 
tà del coefficiente del termine in * a primo grado , diviene 


f (ana— a*)’— 4n'n''+4mm'’\' 

(aaa-aS 1 )~ 


(anfl— a*)*-4raB < *(ana — a* V— 4 n ’ n ' 


n ’ (ana — a’) 

ed or si vede che il raggio del cerchio locale sia dinotalo da 


)■ 


(»*) 


(ana — a*)‘ 4- andana — a*) — ^'o'* 
(ana— «*)* 


laonde V ascissa del suo centro essendo 


(aa a — a*)* — 4nV + «“ ? 

* (aaa — a*)’ 

le due distanze da’ vertici di quel suo diametro t che si di^ 
stende sull’ asse delle * , all’ origine delle ascisse , saranno 
rappresentate dalla foratola 

(ana a>)» 4nV’+4nan'* + _ ( tna—a'Y 4- a n'*(ana— a*) — 4»'n ' * 

(ana — o*)* " (ana — a-/ 

Dinotando adunque queste due distanze con x' respettiva- 

adunque , sensi snaturare la nazioni di corde comuni , e di intersezioni , 
spiegato convenientemente un fallo analitico . che da principio apparivi 
contraddittorio . 
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mente , ai avrà dopo le riduzioni nascenti dal duplice segno , 


a ■ — »'• 

I 1 

a* 


(»«— «)’ 


(*) 


Costruiti questi due valori rimarranno cou essi assegnali i de- 
terminanti del cerchio locale . Per tanto la costruzione di que- 
sti due valori è bene agevole dapoicbè riflettendo che le PP', fig. 4ò. 
pp', polari de" punti 0 , o , cioè de’ punti (o, a), (2n, o), ta- 
gliano sull* asse delle ascisse , vale a dire sul diametro Oc, due 
rette espresse respettivamenle da (**) 


(’} Ben si comprende che questi due valori altro non sono , che le 
radici , ossia i due valori di x nell’ equazione , che risulta da (■>') fattovi 
y = o ; mentre in questo caso esso due radici dinotano appunto le •- 
scisse da entrambi i vertici del cerchio locale . Questi valori avrebbero 
potuto dedursi immanUoenti, e con maggior eleganza da quell' equazione , 
osservando che il secondo membro còl segno cambiato si scindo a prima 
vista ne due fattori 

a nn' 1 a’ — »'* 

(in — a)* ’ 3 " ? 

Is di cui somma compone evidentemente il coefficiente del secondo ter- 
mino col segno contrario ; cosicché questi due (attori no dovranno es- 
sere le radici ; ma piu diretto , e piò conforme allo spirito del metodo 
analitico è il procedimento quassù tenuto , il quale , come ha potuto os- 
servarsi. equivale alla risoluzione dell equazione di secondo grado in x . 

(”) So da un punto ( *',/) preso sul pian t di una enrva di 2. ordino 
data dall’ equazione 

Ay- -f 2Bxy + 2Cy + Djr* + 2E» + F = o * (C'J 
ai conducano alla stessa le due tangenti , la retta tra i contatti , ossiq U 
polare di quel punto , ha per equazione , coro' p nolo 
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x — a 4- — Od , ed x — a — - 

“ r Un — a r 2 k — « 

si vedrà che sia 


a’ — n'* Sn X OP OoxOP 

a „ _ = a - Oc' ~ x 


(35) 
c'p (3G) 


> 2, in- 2nXcj> _ 0 »Xe> „ 

[Un — a)’ “Un— a ~ ve’ ~ 

Laonde , tagliata OD quarta proporzionale dopo Oc', OP , ed 
Oo; ed Od quarta dopo oc', c'p , ed Oo , risulterà 
*' = OD 
x'' ss Od 

e 1 cerchio descritto iolorno al diametro Dd sarà la locale ri - 
chiesta . 


Ayy' + B ( xy' +*'») + C ( y + / ) + Dxae ' + E!*+*'j + F =° 
Quindi , se la curva (C'J ti riduca ad 

y.-pa:» _ Stax + a’ — »»'■ = » 

T equazione della polare si ridurrà ad 

y/ -J- xx' — o ( x + «rj + a* — i»'* = o 
Poiché dunque il punto 0 ò lo stesso che (o , o) , cioè 1 origine delle 
coordinate , cosi la sua polare sarà 

— ax + a* — »'* sa o 


donde si ricava 


a* — a 


f 1 


X 


a 


In simil guisa si troverà che il punto o essendo espresso da ( 2n , o ) , ab- 
bia per polare la retta data dall - equazione 

Snx — o f* + 2» ) + «* — n'* = o 

donde 
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Or si congiunga OP' , che toccherò il cerchio (c') in P' ; c 
prodotta in S, si uniscano le So , SD , e si tiri il raggio c'P' ; 
sarò questo raggio parallelo ad So. Quindi essendo Oc' : OP :: 
Oo : OD , risulterò SD parallela a FP' , ossia perpendicolare 
ad Oo. In simil guisa , segnata la tangente oj/s , si vedrò risul- 
tare sd perpendicolare ad Oo. E dopo ciò si ha la seguente 

CoMfOSllIONZ. 

Condotto pe’ centri de’ due cerchi dati il diametro Oo , si 
tirino nel cerchio (ie) le due corde OS , o.« tangenti al cerchio 
<V) ; e dalle loro estremità si abbassino su di Oo le perpen- 
dicolari SD , sd. Il cerchio descritto intorno al diametro rfD , 
sarò la locale cercata . 

%. 72. La presente composizione regge sia che il cerchio (c’) 
ai trovi al di dentro del cerchio (c) , sia che si trovi al di 
fuori di esso ( fig. 46 ) ; ma cadrebbe in difetto, o almeno esi- 
gerebbe di essere modificata , nel caso che i due cerchi s' in- 
tersecassero , come nella figura 47 ; dappoiché non potreb- 
bero da entrambi i punti 0 , o condursi le tangenti al cerchio 
( c ') ■ Però in questo caso la composizione riesce anzi più age- 
vole , rammentando , che il cerchio locale passa aneli’ esso pe’ 
due punti ne’ quali s’ intersecano i due cerchi dati ( §. 70. ). 
Quindi condotta a (c') la sola tangente osP' , ed sd perpea- 

x(2 «— a ) = a (in — a ) -f »'* 
ad 



i 


f.45,46. 


1 1 a 


dicolare ad Oo , il cerchio locale passera pe' tre punti E, É', 
</ ; e ciò basta a poterlo descrìvere. 

48. §.73. Nel caso che i cerchi a’ intersecano può avvenire che 

la td si distenda sulla corda comune EE' ; il che ha luogo , 
coni’ è chiaro , se il centro di (VJ si confonda col ponto 0 ; 
io questo caso il cerchio locale dovendo passare po’ tre punti 
E , d , E' situali in linea retta , diventa di curvatura iufinita ; 
e perciò dovendo i lati liberi de’ triangoli variabili iscrìtti- in 
(c) toccarlo a distanza infinita , saranno paralleli ad EE', e 
quindi perpendicolari ad Od •, donde specialmente ricavasi d 
seguente 


T b o x e a t 33. 


Se due lati £ un triangolo variabile iterino in un cerchio toc- 
chino continuamente un altro cerchio U £ età centro Uia sulla 
circonferenza del primo , il lato libero sarà costantemente per- 
pendicolare alla congiungente de' loro centri . 

Qual teorema ricavasi dall’ equazione della locale (n') coi 
supporvi o = o. 


§.74. Se avvenga che tra i determinanti de’ due cerchi data 
si verifichi la relazione (13) trovata nel §.61 , cioè 


ovvero 


«i(sn — a ) = inn' 
(ano •— a’)* ss «fa’»'’ 


le 


in TÌrlà di questa relazione 1’ equazione (34) appartenente al 
cerchio locale si ridurrà ad 

y' + (x — a )' =: «'• 

eli’ esprime lo stesso cerchio dato (V) , com’ esser dorrà per 
ciò che si e detto nel $. 68. 

§• 75. Suppongasi ancora, che tra i determinanti de' cerchi 
dati si verifichi 1’ altra relazione (27) trovata al §. 65. nel ri- 
solvere il problema X. , cioè 

(a«« — a’)* = — in' (ina — a*) -f- 4'**«'* 
questa relazione ridurrà !’ equazione (34) ad 



la quale, come ben si comprende , non può dare per y ed x al- 
tri valori , che X — o 

a un'* 

(a» — a)' 

e quindi esprime un punto sulla congiungente i centri , de- 

■ i in . W 1 , 

terminalo dall ascissa ■ ■ ; vale a dire in questo caso la 

(su — a) 1 

locale finisce di essere una curva , e si riduce ad un punto . 

E perciò 

. • f 

T E 0 M E SS A 34. 

Se sten dati due cerchi tali, che possano iscriversi in uno qua- 
drilateri che sieno circoscritti all’ altro ; il lato Utero di qualun- 
que triangolo iscritto nel primo, con due lati tangenti f altro, 
passerà costantemente per un medesimo punto . 

Dal che poi si deduce l’ altro 


i5 



Teorema 35. 


u4 


Le diagonali di luti’ i quadrilateri itcrillUili , e cireoscrittibili 
nel tempo situo a due cerchi dati i intersecano in un medesimo 
punto : 

J. 76. Discnssa V equazione (#') appartenente alla curva cui 
sono continuamente tangenti i lati liberi de' triangoli variabili i- 
scritti nel cerchio (c) con due lati tangenti il cerchio (e') , ri- 
mane ad esaminani la fu), che rappresenta il luogo geometrico 
de' punti di concorso delle tangenti nelle estremità di que' lati 
liberi . Ma poiché nella più volte ripetuta teorica delle polari 
reciproche abbiamo mostrato come dedurre tutte le affezioni dei- 
runa da quelle dell' altra , e viceversa , possiamo attualmente 
dispensarci da quest’ altro assunto , mentre le due curve (n) , 

(n') trovatisi appunto in questo caso ; e quindi sarebbe super- 
flua ogni ulteriore discussione. Uopo è però , che si conosca 
quale delle curve coniche esprime precisamente la (n) ; ed a 
tal effetto rammenteremo ciò , che si è detto nella nota a 
p.t02 ; vai quanto dire, che la sezione conica rappresentata 
dalla (») potrà essere ellisse , iperbole, o parabola , secondochò 
il coefficiente di ** sia positivo , negativo , o zero . E poiché 
si fece osservare io quella nota , che questo coefficiente potea 
mettersi sotto la forma 

t • («■ — 2m“) £(£» — «)*— Un’) (37) 

si rileva : 1’ , eh' esso sarà positivo se i due fattori , che lo * 
compongono aieno positivi entrambi , o entrambi negativi : 

2* , che sarà negativo se le quantità , che compongono i due 
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fattori risaltino di segni contrarj : 3* , e Dualmente che que- 
sto coefficiente sarà zero quantecoUe o 1’ ano o I' altro de due 
fattori risultasse zero . Vediamo intanto quale esser dee la di- 
sposizion de’ dati, perché abhian luogo questi tre diversi casi . 
Ed in primo luogo, per 1' espressione (37) positiva, è necessa- 
rio che si abbia 


a' 

a 


> 


- < 

a x 


(an — a)’ 


Oppure 


> »'■ 


ron — a)’ 

a t» 

ma rilevasi dalle espressioni (35) e (36) respetti vanente 
w" = a ( a — OP ) = a.pv 


< »' 


«'■ = ( — “ ) t'p 

quindi le precedenti relazioni si ridurranno ad 


Ovvero a 


a 

2 

— a 

> e’V 

Ed 

( -i <* 

J in • — a ^ 

2 

* c p 


[ a < 

71 

> C W 

Ed 

l 71 < PP 

?i 

>~'p 

( Pi < *7 


bisecando ’Jo in I , e Vo in i . Dunque 1’ espressione (37) , 
coefficiente di 1 ? nell’ equazione (n), sarà positiva se i punti P, 
p , poli conjagali di 0 , o , si rattrovino o entrambi tra i 
punti I , i , o entrambi al di là di essi . E però , quando ciò 
aia , la sezione conica (o) sarà ellisse . 
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In secondo luogo , per V espressione (37) negativa , si tro- 
verà collo stesso procedimento , che debba essere 

l Pi > FP 

f «'» < Pp 

prj. -19. Laonde la sezione conica (o) sarà iperbole, se un de' punti P, 
p si trovi tra i punti 1 , i , 1’ altro al di là di essi . 

Finalmente perche 1’ espressione (37) possa divenir zero , si 
troverà che debba reggere o 1’ una , o 1’ altra delle condizioni 
Pi = c'P , ovvero Pi = c'p 
£ perciò la sezione conica (n) sarà parabola se il punto P ca- 
p g. j 0. da sul punto I , oppure il punto p cada sul punto i . 

$.77.11 problema di cui ci siamo occupati par che nulla di 
più lasci a desiderare, pel caso ebe le due curve date sieno 
cerchi , essendosi compiutamente discussi i risultamene analiti- 
ci che si ottengono per questo caso . Ma sulle tracce stesse 
sarebbe cg talmente agevole praticare altretUoto per 1 equa- 
zione , clic si ba pel caso di due curve coniche qualunque , a 
fin di rilevarne gli aaaloghi teoremi ; e questo assunto, al qua- 
le la brevità non ci permette innoltrarci , potrebbe formare 
un esercizio utilissimo pe' giovani analisti ; come del pari utile 
sarebbe impiegarvi il metodo delle projeziooi . Noi pertanto 
ci riserbiamo ritornare su tale argomento, non solo per genera- 
lizzarlo a' poligoni iscritti , e circoscritti con varie condizioni 
tra un numero qualunque di curve algebriche , ma anche per 
esporre talune importanti ricerche sulla teorica dell', elimina- 
zione, alle quali ci ha condotti appunto questo problema geo- 
metrico . 


Oppure 


1 , Pi < Pt 
c'i > Pf 
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